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RESUMO

O posicionamento de um satélite artificial terrestre requer um controle preciso, dentro de uma
faixa de toleréncia, pois sua Orbita foi previamente estabelecida para um determinado fim.
Assim, os controles das érbitas podem ser executados pelo proprio sistema de processamento
de dados nele embarcado, acionando os controles de posicionamento para possiveis correcoes
necessarias. Um dos métodos que permitem ao satélite artificial verificar sua posi¢éo é o uso
dos sinais e dados transmitidos pelo Sistema de Posicionamento NAVSTAR/GPS, que
transmite com precisdo os posicionamentos e dados da érbita dos satélites NAVSTAR/GPS.
Através de conceitos matematicos e fisicos apresentados, o trabalho detalha uma modelagem
matematica que os satélites utilizam na determinacdo de seu posicionamento de forma
autbnoma. Essa modelagem envolve conhecimentos das areas de geometria analitica, lgebra
linear, inferéncia estatistica, além de conceitos fisicos de propagacdo de sinal e referencial
inercial. Os controles de oOrbitas também envolvem aspectos multidisciplinares como:
astronomia, navegacdo, geodésia, fisica, eletrbnica, computacdo e matematica, como se

observa neste trabalho.

Palavras-chave: Satélite artificial, modelagem de 0rbita, leis de Kepler, NAVSTAR, GPS.
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1 INTRODUCAO

O posicionamento de um satélite artificial terrestre requer um controle dentro de
um grau de precisdo, pois sua orbita foi previamente estabelecida para um determinado fim, e
deve ser mantida. Também, o aspecto de rotacdo em torno do seu eixo deve ser considerado,
pois um satélite cuja finalidade é fotografar a Terra ou rastrear sua superficie deve manter sua
camara e/ou sensores sempre voltados para o planeta.

Estas condi¢bes mostram a importancia do controle da 6rbita e da atitude de um
satélite terrestre e, o proprio satélite deve ter condi¢bes de corrigir-se caso necessario. Para
tanto, pode receber a instrucdo de corregdo de uma estacdo em Terra, ou usar sensores de
posicionamento astrondmico (estrelas, sol, etc.), ou ainda utilizar o sinal do Sistema de
Posicionamento NAVSTAR-GPS para determinar sua posicdo em relacdo a um referencial
terrestre.

Este trabalho apresenta os principais conceitos matematicos e fisicos que
permitem ao satélite artificial terrestre, aqui denominado satélite usuario, determinar sua

posicao na sua érbita, e a modelagem matematica utilizada.

1.1 TEMA E DELIMITACAO DO TEMA

Existem inumeras aplica¢fes do uso do Sistema de Posicionamento NAVSTAR-
GPS: no campo da topografia, analise de navegacdo terrestre e maritima, etc. Um vasto
material técnico foi encontrado abrangendo diversos temas, tais como: os efeitos nos rel6gios
atdbmicos dos satélites na determinacdo de atitude dos satélites, etc.

Na literatura pesquisada foram identificadas duas modelagens para o
posicionamento de satelites: uma utiliza o intervalo de tempo referente a emisséo do sinal e
sua recepcdo; a outra utiliza a diferenca de fase do sinal da portadora e calcula 0 nimero de
ciclos ocorridos durante o percurso do sinal.

Para o desenvolvimento deste trabalho foi escolhido 0 modelo que utiliza o tempo
de propagacdo do sinal entre os satélites, sempre com o enfoque na matematica e seus

conceitos.



1.2 PROBLEMATIZACAO

Quais os conhecimentos matematicos e fisicos envolvidos na determinacdo do
posicionamento de um satélite artificial terrestre, em sua Orbita, com o auxilio do sinal do
Sistema de Posicionamento NAVSTAR-GPS?

1.3 JUSTIFICATIVAS

Segundo Fabri (1997, p.1) “a proliferagdo mundial de missdes espaciais com fins
tecnoldgicos, de telecomunicages, entre outros, confere relevancia significativa as atividades
de controle e determinacéo de Orbita e atitude de satélites”.

Esta frase, e 0 conhecimento de que a solucdo de um controle autbnomo passa
pelos conceitos matematicos e fisicos, motivaram o autor a pesquisar sobre o posicionamento
de satélites artificiais com o auxilio do Sistema de Posicionamento NAVSTAR-GPS. Sistema
este, que é amplamente utilizado no nosso dia a dia, quer nos automdveis e celulares, como

em navegaco aérea, maritima e terrestre.

1.4 OBJETIVOS

Os objetivos: geral e especificos sdo apresentados a seguir e orientaram as

pesquisa bibliogréfica realizada.
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1.4.1 Objetivo Geral

Entender os elementos mateméticos e fisicos que permitem a obtencdo do
posicionamento de um satélite artificial terrestre, em sua Orbita, a partir de dados do Sistema
de Posicionamento NAVSTAR-GPS.

1.4.2 Objetivos Especificos

Identificar os seguintes conhecimentos:

a) O sistema de referéncia utilizado no posicionamento de um objeto no espaco;

b) Os elementos que definem a orbita de um corpo;

c) As leis fisicas que regem 0 movimento de um corpo no espaco;

d) As leis que regem a transmissdo de sinal eletromagnético no espaco;

e) Os elementos matematicos que modelam uma 6rbita, seu referencial e o vetor-posicao
correspondentes;

f) Como se estima a posicdo de um satélite em Orbita.

1.5 TIPO DA PESQUISA

Pesquisa bibliografica que procurou expandir o conhecimento dos conceitos
matematicos e fisicos envolvidos na determinacdo da orbita de um satélite artificial terrestre, a
partir um uma constelacdo de satélites conhecidos e pertencentes ao Sistema de
Posicionamento NAVSTAR-GPS.

Esta pesquisa foi realizada em midia digital e na aquisi¢do de livros sobre o tema.
Dentre o0s artigos pesquisados temos: materiais didaticos de aulas em universidades,

dissertagdes de mestrado, tese de doutorado e artigos de revistas especializadas.
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1.6 ESTRUTURA DO TRABALHO

Esta monografia esta organizada em quatro se¢des, sdo elas:

A primeira € esta secdo introdutoria.

A segunda denominada Fundamentacéo Tedrica e sua Aplicacdo, abordando:

a) O conceito de posicionamento com auxilio do sinal NAVSTAR-GPS;

b) Descri¢do do Sistema de Posicionamento NAVSTAR-GPS;

c) Conceitos matematicos com as caracteristicas das elipses, vetores, sistemas de

coordenadas, filtro de Kalman;

d) Conceitos da fisica relativista: referencial inercial geocéntrico, Orbitas

Keplerianas, e referenciais temporais.

A terceira desenvolve estes conceitos para a obtencdo de uma modelagem
matematica, que usa as informacBes dos sinais recebidos dos Satélites NAVSTAR-GPS, as
quais também sdo detalhadas nesta secao.

A quarta secdo apresenta a conclusdo do autor e suas consideragdes finais.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA E SUA APLICACAO

O trabalho apresenta diversos conceitos que fundamentam a modelagem do
posicionamento de um satélite artificial terrestre. Estes fundamentos se acumulam de tal
forma, que o autor optou por, a cada fundamentacdo tedrica, apresentar sua aplicacdo na
modelagem desejada, permitindo assim um gradual e especifico desenvolvimento do objetivo
deste trabalho.

Conforme Timbd6 (2000, p. 4) “O trabalho com levantamentos GPS requer a
compreensdo integrada de varias disciplinas, notadamente estatistica, astronomia, geodésia e

eletronica”.

2.1 CONCEITO DE POSICIONAMENTO COM O USO DO SINAL NAVSTAR-GPS

Um satélite usuario, quando colocado em orbita, tem uma finalidade e uma 6rbita
definida para cumprir esta finalidade. Como existem milhares de satélites orbitando a Terra, 0
satélite usuario precisa avaliar sua posicdo para verificar se estd na Orbita correta, caso
contrério, fazer as correcfes necessarias. Para esse fim é embarcado no satélite usuario um
conjunto de processamentos eletrénicos (computadorizados), incluindo um relégio de baixa
precisdo, que sdo encarregados de processar as informac6es recebidas e estimar sua posicao
atual.

Para que esse processamento ocorra pelo satélite usuario, € necessario que ele
receba o sinal de no minimo quatro satélites NAVSTAR-GPS; sinal este que contém todas as
informagdes com alto grau de precisdo das orbitas e posi¢Bes na Orbita, destes satélites.

Conforme Monico (2007, p. 32):

O principio béasico de navegagdo pelo GPS consiste na medida de
distancias entre o usudrio e quatro satélites. Conhecendo as coordenadas dos
satélites em um sistema de referéncia apropriado, é possivel calcular as coordenadas
da antena do usuario no mesmo sistema de referéncia dos satélites. Do ponto de vista
geométrico, apenas trés distancias, desde que ndo pertencentes ao mesmo plano,

seriam suficientes. Nesse caso, 0 problema se reduziria a solugdo de um sistema de
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trés equacdes com trés incognitas. A quarta medida é necessaria por causa do ndo
sincronismo entre os reldgios dos satélites e o do usuario, que adiciona uma
incognita ao problema.

A concepcdo do sistema GPS permite que um usuério, em qualquer
lugar da superficie terrestre, ou proximo a esta, tenha a sua disposi¢cdo no minimo
quatro satélites para serem rastreados. Esse nimero de satélites permite que se

realize o posicionamento em tempo real.

Conforme apresentado por Pardal et al (2011).

O problema da 6rbita consiste essencialmente nos valores dos
pardmetros estimados que definam a trajetdria de um corpo no espago, processando
um conjunto de informacdes (medigdes) neste corpo.

O Sistema de Posicionamento GPS é um meio potente e de baixo
custo que permite calcular a érbita de satélites artificiais terrestres.

A determinacdo da Orbita de satélites artificiais € um problema néo
linear e estd sujeito a forcas que ndo sdo faceis de modelar, como geopotencial e
poténcia da radiacdo solar. Mesmo assim, o receptor GPS embarcado nos satélites
usudrios permite obter medicOes (pseudodistancia) que podem ser utilizadas para
estimar o vetor estado da sua drbita (PARDAL et al, 2011, p. 79, traducéo livre do

autor).

Ressaltando a importancia da implementacdo deste sistema, Fabri (1997, p. 1)
cita: que o projeto inicial denominado Navigation System with Time and Ranging — NAVSTAR
do governo americano, comercialmente designado de Global Positioning System GPS tornou-

se uma ferramenta (til para a determinacéo de Orbita de satélites artificiais e suas atitudes.

A proliferagdo mundial de missfes espaciais com fins meteorolégicos,
de telecomunicacdes, do sensoriamento remoto e cientifico, entre outros, confere
relevancia significativa as atividades de controle e determinacéo de érbita e atitude
de satélites (FABRI, 1997, p. 1).

Sobre o sistema NAVSTAR-GPS, Gomes ressalta sua importancia:

O Sistema de Posicionamento Global GPS é um sistema de navegacao
por satélites que permite determinar o posicionamento tridimensional e tempo com

alta precisdo. Seus principais objetivos sdo: auxilio a radionavegagdo, navegacéo em
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tempo real, cobertura global e rapida aquisicdo de dados enviados pelos satélites
NAVSTAR-NAVSTAR-GPS (GOMES, 2008, resumo).

2.2 O SISTEMA DE POSCIONAMENTO NAVSTAR-GPS

O sistema NAVSTAR-GPS funciona como verdadeiro indicador (farol) para a
navegagdo e posicionamento na superficie terrestre, maritima, aérea e para os satélites
terrestres que possuem Orbita inferior as suas (mais proxima da Terra).

Quanto a qualidade do uso deste sistema, Fabri (1997, p.4) comenta: “O sistema
de posicionamento Global NAVSTAR-GPS oferece um meio moderno, preciso, praticamente
instantaneo e ininterrupto de posicionamento na superficie ou no espaco ao redor da Terra”.

Quanto a finalidade do sistema e a metodologia utilizada por este, Monico (2007,

p. 39) esclarece:

O objetivo original do sistema era a determinagdo instantanea da
posicdo, velocidade e tempo de um usuario, em qualquer lugar da Terra ou proximo
a esta, independentemente das condicfes atmosféricas, em um referencial global e
homogéneo, com base em medidas de distancias. Essas distancias sdo denominadas
pseudodistancias, em razdo do ndo sincronismo entre o relégio do usuario e o dos
satélites, 0o qual comparece como uma incognita adicional no problema a ser

resolvido.

Gomes esclarece que o Sistema iniciou sua operacdo na década de 90, para uso

ndo militar.

O principio basico do GPS é determinar a posicdo e a velocidade
tridimensionais de qualquer corpo que possua um receptor adequado, além de
especificar o tempo com alta precisdo. O sistema GPS permite ao receptor
determinar sua posicdo e tempo em qualquer lugar da superficie terrestre e a
qualquer hora utilizando dados de apenas 4 satélites. O sistema pode ter um ndmero

ilimitado de usuarios simultaneamente (GOMES, 2008, p. 27).
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O Sistema NAVSTAR-GPS é o sistema desenvolvido pelos Estados Unidos da
América e hoje faz parte do GNSS — Sistema Global de Navegagdo por Satélite. Também
existem os sistemas: europeu, russo, chinés, japonés e indiano que compdem a constelacao de

satélites para esse fim, alguns deles na sua fase inicial.

2.2.1 Controle do sistema NAVSTAR-GPS

A Area de Controle do sistema NAVSTAR-GPS é responsavel por averiguar as
condicdes de cada satélite através de estacbes de rastreamento localizadas na superficie
terrestre, por receber estas informacdes no Controle central que as avalia conjuntamente com
as informacBGes das efemérides previstas, e gera as informacdes atualizadas que sao
retransmitidas ao respectivo satélite. Assim cada satélite tem informacdes precisas sobre a sua
Orbita e 0s eventos que podem ocorrer na proxima semana. Tais informacGes passam a fazer
parte da mensagem que cada satélite transmite para 0s seus USUArios.

Fabri (1997, p. 1) esclarece a importancia do uso do sistema para minimizar as
operac0es e custos de estacBes de controle terrestres para 0s USUArios.

Quanto ao controle sobre a oOrbita de um satélite artificial, Fabri apresenta os

seguintes comentarios:

Por controle de veiculos (espaciais ou ndo) entende-se a alteracdo
propositada dos pardmetros do movimento do centro de massa (do veiculo) e do
movimento em torno do centro de massa. O controle em voo pode incluir: a escolha
de uma trajetdria 6tima, a estabilizacdo de sua posicdo na rota desejada e sua
orientacdo segundo uma direcéo especificada (FABRI, 1997, p. 2).

O controle pode ser executado inteiramente por equipamentos
automaticos a bordo do veiculo (carro, navio, avido, satélite, etc.). Quando a
operacdo de tais equipamentos ndo depende de informagBes externa, convenciona-se
denominé-lo de controle auténomo (FABRI, 1997, p. 2).

O sistema de controle € responsavel por manobras de atitude e pela
estabilizacdo angular do veiculo em sua trajetéria, com a precisdo estabelecida. Nas
manobras o satélite adquire uma dada atitude a partir de outra inicial, enquanto que
na estabilizacdo espera-se a manutencéo de uma dada posicdo, impassivel a acéo de
torques perturbadores (FABRI, 1997, p. 2).
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2.2.2 Caracteristicas do sistema NAVSTAR-GPS

Principais aspectos do sistema NAVSTAR-GPS, conforme Fabri (1997, p. 23) sdo
apresentados a seguir:
a) Precisdo para posicionamento, da ordem de centimetros;
b) Exata determinacgéo de velocidade e tempo;
c) Disponibilidade continua de dados de navegacéo;
d) Base para o estabelecimento de um referencial global;
e) Cobertura global e regional,
f) Potencial generalizado de navegacdo para minimizar a proliferacdo de
sistemas para fins especiais ou de cobertura regional;
g) Independéncia das condi¢cdes meteoroldgicas;
h) Observagdo simultdnea de pelo menos quatro satélites visiveis acima do

horizonte, em qualquer regido e a qualquer instante.

Estas caracteristicas sdo aquelas originais para uso militar, que até pouco tempo
ndo estavam presentes nos sinais liberados para uso civil.

De tempos em tempos, os satélites NAVSTAR-GPS sdo desativados e
substituidos por versdes mais modernas, fazendo que ocorra um aprimoramento dos seus
dados tanto na qualidade, como em quantidade de informagoes.

A figura 1 ilustra como é formada a constelacdo de satélites do sistema
NAVSTAR-GPS em relacdo a Terra.
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Figura 1 - Constelacdo de satélites

Fonte: Fabri (1997, p. 24)

As caracteristicas do sistema de posicionamento NAVSTAR-GPS, definidas na

sua criacdo sao apresentadas na tabela 1.

Tabela 1 — Caracteristicas do Sistema NAVSTAR-GPS

Descrigéo Detalhe

Nuamero de satélites em orbita. 24

Numero de planos orbitais. 6

Altitude aproximada da Orbita. 20.200 Km.

Periodo orbital. 12 horas.

Excentricidade da érbita. 0,05, quase circular.

Inclinacdo dos planos orbitais em relacdo ao equador 55 graus.

terrestre.

Precisdo do relégio atdmico a bordo. 10,

Frequéncia de transmissdo dos sinais (2). 1.228 MHz e 1.575 MHz.
Poténcia da transmisséo. 450 W.

Visibilidade do sinal (visada do satélite). Continua de pelo menos 4 satélites.
Semieixo maior da 6rbita aproximado. 26.600 Km.

Numero de satélites em cada plano. 6 satélites, planos de A..F.
Distancia da ascensdo reta entre planos. 60 graus.

A posicdo de um satélite na sua Orbita. Definida pela anomalia média M.

Fonte: Fabri (1997, p. 24), adaptado pelo autor.

Os planos e os satélites sdo apresentados na figura 2.
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Figura 2 - Planos orbitais dos satélites NAVSTAR-GPS
B
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Fonte: Fabri (1997, p. 25), adaptada pelo autor.

2.3 CONCEITOS MATEMATICOS

A seguir sdo apresentadas as caracteristicas da elipse e do referencial colocado em
um dos seus focos; e conceitos para o entendimento de planos, de angulos e de rotacdo de

referenciais.

2.3.1 Acelipse e suas propriedades

A Orbita de um satélite artificial em torno da Terra tem o formato eliptico e por
isso as propriedades de uma elipse devem ser consideradas, pois compdem o desenvolvimento
da modelagem desejada.

Selhorst (2011, p. 145) apresenta a definicdo de elipse: “Elipse ¢ uma curva
fechada, determinada pela intercep¢do de um plano com uma superficie conica”.

As grandezas envolvidas e suas formulacfes sdo apresentadas por Spiegel (1968,

p. 38), na tabela 2 e ilustradas pela figura 3.



Figura 3 - Elipse com centro em (0,0) e
vetor posicao do satélite

A
y

Satelite

Fonte: Spiegel (1968, p. 38), adaptada pelo autor.

Tabela 2 - Grandezas que definem a elipse
Simbolo Descricéo
a semieixo maior.
b semieixo menor.
Xo €Y,  centro da elipse, na figura acima xo = yo = 0.
FleF2 focos da Elipse.

r vetor posicdo do satélite em estudo.

e excentricidade da elipse.

® 0 angulo entre o0 semieixo positivo na dire¢cdo X e o vetor posicéo (r).
) origem do sistema de coordenadas

Fonte: elaborada pelo autor.

Equacdo da elipse em coordenadas retangulares, centro em (X € Yo)

(x—x)?  (V—y0)* _
a? + b2 =1 (2-1)

Distancia do centro ao foco F1 ou F2.

c= +a*— b? (2.2)

Excentricidade.

c Va?— b?
e=—= — (2.3)
a a
Equacdo em coordenadas polares, com origem centrada em (0,0).
5 a? + b?
re = (2.4)

a? sen?(w) + b? cos?(w)

19
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Para o presente trabalho as coordenadas elipticas devem ser referenciadas a um
dos focos pois, para a modelagdo de uma Orbita, do satélite artificial, a Terra € considerada o
foco de uma elipse. Assim, a origem do sistema de referéncia é deslocada para um dos focos,
e a Terra ocupa esta posicdo, transformando em um sistema inercial geocéntrico.

Assim as formulagdes passam a ser (SPIEGEL, 1968, p. 38):

Figura 4 - Elipse com centro de referéncia
em um dos focos
A

Fonte: elaborada pelo autor.

Equacdo em coordenadas polares, com origem centrada em F1, sobre o0 eixo X
(Spiegel, 1968, p. 38).
a(l— e?)
= —_ "7 2.5
TTAC e cos(w) (25
Onde: a, e, o definidos na tabela de grandezas envolvidas.
A Orbita de um satélite artificial estd inclinada em relacdo aos eixos x e y

colocados sobre o seu foco, assim teremos a seguinte configuragéo:



21

Figura 5 - Elipse inclinada: Terra como centro de referéncia

Satélite

ascéndente

Fonte: elaborado pelo autor.

As seguintes caracteristicas devem ser consideradas pela inclinacéo da elipse:

Tabela 3 - Caracteristicas da Orbita eliptica inclinada

Grandeza Descrigdo

Perigeu Ponto da 6rbita em que o satélite estad mais préximo da
Terra.

Nodo Ascendente Ponto em que a elipse corta o eixo X.

® Angulo entre nodo ascendente e o perigeu.

Lk Angulo entre a direcdo do perigeu e a posicdo do
satélite em sua Orbita.

Uk Angulo entre a diregio do nodo ascendente e a
posicdo do satélite em sua Orbita.

X e Yk Coordenadas do satélite no sistema referencial X e Y

de seu plano orbital.
Fonte: elaborada pelo autor

Projetando a posicdo do satélite nos eixos do sistema de referéncia, obtém-se:

X, = 1 cos(uy)

Vi = 1 sen(uy) (2.6)

U, = Vp+ @

Alguns conceitos matematicos para o entendimento de planos, angulos e rotacao

de referenciais sdo apresentados.
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2.3.2  Angulo entre dois vetores

Dados dois vetores a e b 0 angulo entre eles é (SELHORST, 2011, p. 78):

- o>

a, a, + biby + ¢, u.v
JaZ+b2+cZ \JaZ+bZ+c2  lullv|

cosa =

2.7)

2.3.3 Equacao de um plano no espaco

A equacdo que define um plano no espaco tridimensional, como € o caso do plano
orbital de um satélite, é expressa por (SELHORST, 2011, p. 195):

ax+by+cz+d=20 (2.8)

Ou, na forma de determinante:

X—=X1 Y=V Z—2;
X2 =X1 Y2=V1 22— Z11=0 (2.9)
X3—X1 Y3—V1 23723

2.3.4 Sistema de coordenadas esféricas

As Orbitas dos satélites sdo representadas por um sistema Kleperiano que possuem
esse tipo de coordenadas esféricas, que sdo apresentadas por Selhorst (2011, p. 222).

Note que se tem 0s eixos x e y do plano orbital como apresentado na secéo 2.3
figura 5, dentro do sistema tridimensional com centro na interseccdo do eixo de rotacéo

terrestre e seu plano equatorial, e com os seus eixos X, Y, Z geocéntricos.
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Figura 6 - Sistema geocéntrico e plano orbital

M Eixoz
Geocéntrico

Eixo y Plano Orbital

Plano Orbital Eixo Y
—
Geocéntrico

a

.., Eixox
"% Plano Orbital

] Equador Terrestre
Eixo X
Geocéntrico

Fonte: elaborado pelo autor.

As coordenadas X, y e z sdo obtidas a partir do vetor r, com as seguintes relacdes.

X =rsen¢cosw
y =rsen ¢ senw (2.10)
Z=r1cos¢

2.3.5 Rotacdo do sistema tridimensional sobre um dos seus eixos

Um sistema tridimensional pode sofrer a rotagcdo em torno de um dos seus eixos,
conforme Silva (2016, p. 164) apresenta.
a) Rotagdo anti-horaria sobre o eixo X, para um angulo 6.

Aplica-se a matriz rotacdo ao vetor (X, y, z) como se seque, para obter a funcéo
rotacéo T.

T:R3->R3

1 0 0
T(x,y,z) =|0 cos6@ —senb
0 sen@ cos@

X
[yl =(x, ycos@ —zsen6, ysen8 + zcos0)
z

X=X
y =ycos(0) —z sen(0) (2.11)
z =y sen(0) + z cos(6)
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b) Rotacdo anti-horaria sobre o eixo Y, para um angulo 6.

Aplica-se a matriz rotacdo ao vetor (X, y, z) como se seque, para obter a funcdo

rotacdo T.
T:R3->R3
cosf 0 sen
T(x,y,2) = 0 1 I l—(xcose+zsen6? y, —xsenf+zcos0)
—sen @ 0 cos 6’

x = xcos(0) + z sen(0)
Y=y (2.12)
z = —x sen(0) + z cos(0)

c) Rotacdo anti-horéria sobre o eixo Z, para um angulo 6.
Aplica-se a matriz rotacdo ao vetor (X, y, Z) como se seque, para obter a funcéo
rotacdo T.
T:R3->R3

cos @ —senb 0
T(x,y,z) = |sen 6 cos@ [ l—(xcos@ ysen, xsenf +ycos6, z)
0

x = xcos(6) —y sen(6)
y = x sen(6) + y cos(0) (2.13)
z=2z

2.3.6 Filtro de Kalman

As informag0es recebidas do satélite NAVSTAR-GPS constituem um conjunto de
dados discretos em intervalos de tempos de segundos, e por isso é possivel a utilizacdo de um
estimador para solugdo de um sistema de equacoes.

Dentre os estimadores citados na literatura estdo: o método dos minimos
quadrados e o filtro de Kalman. O primeiro, mais indicado para analise de dados acumulados
durante um periodo, caso de estacGes de controle terrestres; o segundo, no caso de analise
dindmica, em tempo real, quando os dados sdo processados a medida que sdo recebidos.
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Almeida (2011, p. 11) explica o processo de estimagdo dizendo que séo de dificil
solucéo, tanto numericamente, como analiticamente. “Isto porque ha diversas estimativas para
0 problema e, consequentemente, ndo existe uma Unica solucdo. Desta forma a solugédo
depende do critério adotado™.

Almeida continua: “A estimacdo geralmente implica em um erro entre o valor
verdadeiro (nominal) e os valores decorrentes do processo de estimacdo, sendo necessario
minimizar tal erro” (ALMEIDA, 2011, p. 11).

Parma (2015, p.16) conceitua o “estimador como uma fun¢do probabilistica dos
elementos da amostra que se utiliza para estimar 0s parametros”.

O primeiro passo é determinar qual o0 modelo teérico que se ajusta a distribuicéo
do fenbmeno em analise (PARMA, 2015, p. 38).

Em seu artigo Pardal (2013, p. 397, traducdo livre do autor) apresenta o Filtro de

Kalman Unscented com detalhes. A seguir um resumo dos passos para sua aplicagéo:

a) O valor médio e a matriz de covariancia do vetor de estado (x) sédo calculados,
referindo-se ao instante anterior tg.;.
o — o — T T T
Xi-1 = E[Zx_1] = Elxg_ 1 Wi4]" € R"

pk—l = E[(xk-1 — Xp—1) (Xp—1 — 9?1<—1)T]

b) Gerar 0s pontos-sigma a partir das médias e matriz covariancia do passo anterior.

Xo,k-1 = Xg-1

Xig-1= Xg—1 + (‘/(n + D)P1);
Xiynk-1 = Xg—1 — (‘/(n + D)Pe_1);

c) Gerar 0s pontos-sigma para a propagagdo para o valor no instante ty, usando a
equacdo dindmica ndo linear, y = f(x) aplicada a média e matriz de covariancia
calculada.

Xok = fl Xo-1]

xig = flxika], i=1....,2n

2n
Xy = 2 Wi Xk
i=0
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2n

_ T
P = zWi[xi,k — X ] [xix — %] + O

i=0

Nessa fase, que é o ciclo de atualizacdo, as matrizes de inovacdo com valores
previstos P"x e as correlagdes P, sdo calculados, e finalmente o ganho de
Kalman é calculado, para atualizar o valor de estado x e a matriz de covariancia; e
serdo utilizados como valores de entrada (item a) para o tempo Tg+1. Assim, a
funcéo é recursiva para cada novo dado recebido.

Xok = X

Xig = X + (‘/(n + DPy);
Xignk = X — (1/(71 + )Py

Yox = flXoxl
Yik = f[xi,k], i=1,..,2n

2n
Vi = 2 Wiyik
i=0
2n

PY = Z Wi [yik = 5] ik — 7)™ + R
i=0

2n

P = 2 Wi [xix — %] ik — )"

i=0

Caélculo do ganho de Kalman.

Ki = B (PP")™

Novos valores calculados a partir do ganho de Kalman.
X = Xk + Ke Ve — Vi)
pk = Pk - KkPIIgUK]’g
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2.4 CONCEITOS DA FISICA RELATIVISTA

Os conceitos necessarios para o presente trabalho sdo: o conceito de referencial
inercial e os dois postulados de Einstein na sua teoria da relatividade restrita.

Conforme apresentado por Kock (2016, p. 40):

Um referencial é inercial se nele vale a lei da inércia, ou seja, quando
um objeto ndo sujeito a forgas permanece em repouso ou em movimento retilineo
uniforme. Além disso, apresenta a propriedade de ser invariante, conservando a
mesma forma em qualquer referencial que esteja se movendo com velocidade

constante em relagdo a esse referencial, desde que inercial.

No caso deste trabalho, considera-se o referencial tridimensional centrado na
Terra, interseccdo do eixo de rotagdo terrestre e o plano equatorial, como um referencial
inercial, porquanto os tempos de medicdo sdo feitos em segundos, ou seja, ndo ocorre, neste
periodo, uma mudanca significativa no movimento de translacdo da Terra ao redor do Sol.
Para periodos mais longos, os satélites NAVSTAR-GPS tém suas Orbitas e efemérides
atualizadas pelos controles na Terra dentro do mesmo referencial, que permite assumir o
exposto.

No mesmo livro Kock (2016, p. 43) apresenta os dois postulados de Einstein:

a) Postulado 1: As leis da fisica sdo as mesmas em todos os referenciais inerciais.

b) Postulado 2: A velocidade da luz no vacuo tem o mesmo valor ¢, qualquer que

seja 0 movimento da fonte.

O segundo postulado tem grande aplicacéo neste trabalho, pois independente da
velocidade (valor e dire¢do) de um satélite da constelagio NAVSTAR-GPS, o sinal emitido
por ele terd a mesma velocidade de propagacdo, aproximadamente a velocidade da luz no
vacuo.

Assim, a velocidade de propagacdo do sinal transmitido ndo sofre influéncia do
movimento do satélite NAVSTAR-GPS emissor.
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2.5 REFERENCIAL INERCIAL GEOCENTRICO

Para determinar a posicdo de um satélite artificial terrestre deve-se construir um
referencial geocéntrico, ou seja, a Terra (intersec¢cdo do eixo de rotacdo e o plano equatorial)
corresponde a origem do sistema cartesiano de coordenadas tridimensionais.

O referencial utilizado pelo Sistema de Posicionamento NAVSTAR-GPS é
denominado WGS84 ilustrado na figura 7.

Figura 7 - Sistema geocéntrico e caracteristicas da orbita

Eixo Z Eixo v Plano Orbital

Geocéntrico /
‘\
\
II
.

Eixo Y

Terra

,’I Geocéntrico

/
Ja
()] ;”f
Nodo ascendente \
- Equador Terrestre Eixo x
Eixo X
Geocentrico Plano Orbital

Fonte: Monico (2007, p.164), adaptado pelo autor.

Onde:
a - angulo de inclinacao do plano orbital

o - angulo da direcdo do nodo ascendente, que € o eixo x no plano orbital.

As coordenadas do satélite no Sistema Geocéntrico corresponde a uma rotacdo de
eixos pelo angulo o, com indica a equacéo 2.11, além da projecédo do vetor posi¢do sobre o
eixo z.

Monico (2007, p. 169) apresenta a equacdo de obtencdo dos valores das

coordenadas do satélite no sistema geocéntrico, partindo dos valores Xxx e yx do sistema do
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plano orbital. Esclarece que “o conjunto de expressdes ¢ resultado da aplicacao das rotagdes

do vetor posicao pelo angulo (-w) para o eixo z, e da rotacdo (-o.) para as coordenadas x ¢ y”.

xXs = xi cos(w) — yi sin(w) cos(a)
Ys = X Sin(w) + yy cos(w) cos(a) (2.16)

zs = yi sin(a)

2.6 CONCEITOS DE ORBITAS KEPLERIANAS

Kepler fez o estudo das érbitas de corpos que resultaram nas leis de Kepler, que
explicam as Orbitas de astros pela forma eliptica. Esses mesmos conceitos sdo aplicados nos
dias de hoje aos satélites artificiais terrestres.

Gemael (2003, p. 26) apresenta essas leis como se seguem:

Lei das oOrbitas (1609): Os planetas descrevem oOrbitas elipticas das quais o Sol
(supondo fixo), ocupa um dos focos.

Lei das areas (1609): O raio vetor descreve areas iguais em tempos iguais.

Lei dos periodos (1619): Os quadrados dos periodos (P) das revoluges
planetarias sao proporcionais aos cubos dos semieixos maiores (a) de suas orbitas.

Os elementos Keplerianos de uma 6rbita sdo:

Tabela 4 - Elementos Keplerianos

Elemento Descrigdo

Epoca Corresponde a data na qual os elementos keplerianos foram
definidos

Inclinacéo orbital (i) Indica o angulo entre o equador terrestre e o plano orbital visto do
centro da Terra. Seu valor varia de 0 a 180 graus.

Ascensdo reta do nodo ascendente (o) E o ponto em que a 6rbita do satélite cruza o plano equatorial

terrestre (plano XY). Mede-se 0 angulo entre o eixo X e a direcdo
desse ponto.

a Semieixo maior da Orbita.

e Excentricidade da orbita.

Argumento do Perigeu Angulo formado pelo plano XY e o ponto da drbita em que o
satélite mais se aproxima da Terra.

Movimentagdo Média Indica a velocidade do satélite de acordo com a lei de Kepler.

Anomalia média da época Indica a localizagdo do satélite em sua 6rbita, com referéncia ao
perigeu. Seu valor varia de 0 a 360 graus.

Arrasto (opcional) Efeito produzido pela atmosfera quando o satélite se encontra uma

altitude mais baixa.

fonte: https://marine.rutgers.edu/cool/education/class/paul/orbits.html, acesso em 08/05/2019



30

2.6.1 LeideKepler

Partindo das leis gravitacionais de Newton, deduz-se a lei de Kepler que é

apresentada por Tipler (2016, p. 381), como sendo:

GM
—— (2.17)
r
4 12
2 _ 3
1= o (2.18)

Onde v é a velocidade do satélite, G a constante gravitacional, M a massa da

Terra, r a posicao do satélite e T tempo transcorrido.

Gemael (2003, p. 38), indica a equacdo que relaciona a posicao do satélite na sua
Orbita com relacdo a anomalia E.
M =E — e sen(E) (2.19)

A descricdo cinematica do movimento eliptico fica completa com a equacédo 2.19,
sendo M a anomalia média correspondente a um astro imaginario dotado de velocidade
angular uniforme (GEMAEL, 2003, p.38). E complementa:

M =n(t—ty) (2.20)

Onde: t, € epoca da passagem pelo perigeu, t € a época considerada, e n

movimento angular médio.
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2.7 REFERENCIAL TEMPORAL

Para ser capaz de determinar o posicionamento de um satélite usuario em relacéo
ao sinal recebido de um satélite NAVSTAR-GPS, é necessario que haja uma comparagado
entre 0 momento de sua transmisséo e 0 da sua recepcao.

Como séo necessarios 4 sinais de satelites NAVSTAR-GPS, entdo, devem estar
sincronizados com o mesmo referencial temporal. Os satélites NAVSTAR-GPS possuem
relogios atdbmicos com alta precisdo que podem apresentar desvios desde o instante do
lancamento até 0 momento da transmissdo do seu posicionamento.

Para que haja perfeito sincronismo de tempo, o controle central do Sistema de
Posicionamento NAVSTAR-GPS possui um padrdo de tempo de sincronismo que €
transmitido para cada um dos satélites de sua constelacdo uma correcdo do reldgio

embarcado.

O sistema de tempo GPS, como outros sistemas envolvidos em
Geodésia Espacial, mede essencialmente o intervalo de tempo da propagacdo dos
sinais e a realizacdo das observagdes (MONICO, 2007, p. 77).

A escala de tempo fundamental é o TAI (Tempo Atdmico
Internacional), baseado em rel6gios atdbmicos por varias agéncias. Os sinais
transmitidos pelos satélites NAVSTAR-GPS sdo sincronizados com o reldgio
atémico da Estacdo de Controle Central, no Colorado, Estados Unidos (MONICO,
2007, p. 77).

Mansur (2019, p. 2) comenta sobre o reldgio e o horario dos satélites NAVSTAR-
GPS.

O posicionamento usando os satélites GPS depende do tempo de
propagacao do sinal entre o satélite GPS e o receptor do usuario. Consequentemente,
um erro no reldgio implica em um erro de posicionamento. Portanto, o sistema de
navegacao depende do desempenho do reldgio e de sua habilidade em estimar seus
comportamentos. Reldgios atbmicos sdo utilizados nos satélites GPS e também nas
estaces de controle terrestres, que permanecem sincronizados, determinando o
Tempo do Sistema GPS (MANSUR, 2019, p.2, traducdo livre do autor).

Os relégios atdmicos embarcados estdo sujeitos a anormalidades tais

como: radiacdo, temperatura, envelhecimento, efeitos relativisticos e até paradas
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repentinas. Entender as anormalidades que influenciam os relégios atémicos
embarcados é essencial para aplicar as corre¢des adequadas no calculo do
posicionamento (MANSUR, 2019, p. 2, traducéo livre do autor).

A escala de tempo NAVSTAR-GPS tem seu tempo zero (inicial) estabelecido a
zero hora de 06/01/1980, sendo zerada & cada 1023 semanas.

Essa escala de tempo € composta, conforme Monico (2007, p. 77), pelo numero da
semana (NAVSTAR-GPS Week Number) contado a partir de cada inicio de ciclo, que varia de
0 a 1023 semanas; e pelo nimero de segundos da semana (inicio a meia-noite de sdbado para
domingo) designado TOW (Time of Week), variando de 0 a 604.800 segundos.

Assim, as estacdes terrestres de controle recebem o sinal dos satélites NAVSTAR-
GPS, transmitem para o controle central para analise e este envia para o satélite uma
mensagem que contém os parametros de corre¢do do valor do seu reldgio atbmico.

Quando o satélite NAVSTAR-GPS transmite sua informacgdo para 0s usuarios,
inclui o valor do seu relégio atbmico e os valores dos parametros de correcao deste reldgio. O
calculo do horario NAVSTAR-GPS fica a cargo do sistema de processamento do satélite

usuario
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3 DETERMINAGCAO DA POSICAO DE UM SATELITE USUARIO

A constelacdo de satélites NAVSTAR-GPS estdo constantemente transmitindo
suas posicoes, horarios e efemérides que podem ser recebidos pelos satélites usuarios que, ao
recebé-las, processara essas informacdes para verificar primeiramente as posi¢des dos
satélites NAVSTAR-GPS, em um total de 4 satélites, e posterior estimar sua posi¢cdo no
mesmo referencial geocéntrico.

Para que isso ocorra, alguns conceitos devem ser apresentados ja com a

objetivacdo do célculo final.

3.1 A MENSAGEM DOS SATELITES NAVSTAR-GPS

Conforme apresenta Monico (2007, p. 46), a mensagem de navegacdo, que
fornece as informacGes basicas para o célculo das posicBGes dos satélites, contém parametros
orbitais (elementos keplerianos e suas variacdes), dados sobre a correcdo da propagacdo na
atmosfera, pardmetros para a corre¢do do erro dos relégios dos satélites NAVSTAR-GPS,
salde dos satélites, etc.

A estrutura da mensagem de navegacdo, com duracdo de 30 segundos, contém

1500 bits, divididos em 5 subquadros, de 6s de duracao, contendo palavras de 30 bits.

Tabela 5 - Estrutura da mensagem de navegagao

Subquadro Contetdo

Subquadro 1 Coeficientes para correcdo do reldgio do satélite.
NUmero da semana NAVSTAR-GPS e satde do satélite.
Idade dos dados.

Subquadro 2 Pardmetros orbitais.
Subquadro 3 Pardmetros orbitais continuacéo.
Subquadro 4 Almanaque para satélites.

Modelo da ionosfera e diferenca de tempo NAVSTAR-GPS-UTC
Informacgdo do AS (Anti-spoof flag) e configuracdo de 32 satélites.
Saude dos satélites.
Mensagens especiais.

Subquadro 5 Almanaque dos satélites.
Saude dos satélites.

Fonte: Monico, 2007, p. 50, adaptada pelo autor.
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Monico esclarece: “O almanaque dos satélites proporciona as informacgdes
necessarias para calcular posi¢fes aproximadas dos satélites, mesmo daqueles que ndo estéo
sendo rastreados” (MONICO, 2007, p. 51).

3.1.1 Parametros da 6rbita de um satélite NAVSTAR-GPS

A figura 8 apresenta a Orbita de um satélite em um sistema geocéntrico,

apresentando as informacdes pertinentes da mensagem NAVSTAR-GPS.

Figura 8 - Mensagem NAVSTAR-GPS - ilustracdo dos parametros nela contidos

i\ Eixo Z QM% Cus
Geocéntrico

Cre, Crs

Cic, Cis
Satélite GPS

\
) toe

I My

. Perigeu

i R‘“k o Dcrb1ta (a, e) Eixo Y

7 :
('7 Plano Orbital Geocéntrico
Vi
ol

Nodo ascendente
Y Equador T tr
quador Terrestre O

Eixo X
Geocéntrico

Fonte: Imagem de Monico (2007, p. 164), adaptada pelo autor.

3.1.2 Informagdes transmitidas pelo satélite NAVSTAR-GPS

A tabela 6 apresenta as informacdes transmitidas por um satélite NAVSTAR-GPS

sobre sua posicéo e condigoes.



Tabela 6 - Informacdes transmitidas no Sistema NAVSTAR-GPS

Referéncia Simbolo Unidade Descrigdo
Parametros de to, S Tempo de origem das efemérides.
Tempo to, S Tempo de origem do relégio.
ag, 4y, ay s, sfs, s/s? Coeficientes do polinémio para correcéo dos
relégios dos satélites.
Elementos (a)"? m'? Raiz quadrada do semieixo maior.
Keplerianos e Sem unidade Excentricidade da 6rbita.
ig radianos Inclinagdo da érbita do to,.
Qo radianos Ascensdo reta do nodo ascendente ao to,.
® radianos Argumento do perigeu.
Mo radianos Anomalia média no to,.
Pardmetros An radianos/s  Corre¢do ao movimento medio calculado.
perturbadores Q radianos/s  Variagdo temporal da ascensdo reta.
i radianos/s  Variacdo temporal da inclinaco.
Cus radianos Amplitude do termo harmdnico seno de corre¢éo
do argumento de latitude.
Cuc radianos Amplitude do termo harmdnico cosseno de
correcdo do argumento de latitude.
Cis radianos Amplitude do termo harmdnico seno de corre¢éo
da inclinacéo da Orbita.
Cic radianos Amplitude do termo harmdnico cosseno de
correcdo da inclinagdo da orbita.
Crs m Amplitude do termo harménico seno de corregao
do raio vetor.
Crc m Amplitude do termo harménico cosseno de

correcdo do raio vetor.

Fonte: Silva, 2008, p. 24, adaptada pelo autor.

3.1.3 Calculo do horario Sistema - NAVSTAR-GPS da transmissdo do sinal
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A informacéo do horario de transmissao do sinal por um satélite NAVSTAR-GPS

deve ser ajustada para o Sistema Temporal TAI ou tempo do Sistema NAVSTAR-GPS (tgps) ,

ocorrendo esse calculo no sistema de processamento do satélite usuério.

Os passos para este calculo sdo apresentados por Monico (2007, p. 165)

tZPS = ts— dts

Onde:

(3.1)

ts — € o valor indicado pelo relégio atbmico embarcado no satélite.

dts — erro do rel6gio em relacdo ao tempo NAVSTAR-GPS.
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Os parametros para correcdo deste valor sdo ap, a;, a; e to,, também informados

pelo satélite, portanto:
dt = ag + a,(tt — to,) + ay (e — toc)2 (3.2)
Os parametros sdo calculados pelo centro de controle NAVSTAR-GPS e

transmitidos a cada satélite, permitindo o calculo do tempo NAVSTAR-GPS de transmisséo

do sinal.

3.1.4 Calculo da posicado do satélite NAVSTAR-GPS no instante da transmissdo do

sinal

O satélite usuério calcula a posicdo do satélitt NAVSTAR-GPS (x¥, y¥, z) no
sistema de coordenadas WGS 84, para um determinado instante de tempo NAVSTAR-GPS.

Conforme Monico (2007, p. 165), para este calculo deve-se obter o tempo Aty, que
representa o intervalo de tempo transcorrido desde a época de origem das efemérides toe, isto
é:

Aty = téPS — o, (3.3)

A posicdo do satélite NAVSTAR-GPS utilizada pelo plano orbital, ou seja, pelas

coordenadas X € Yk, conforme apresentado na figura 8;

X = 13, cos(uy)

Vi = T, sen(uy) (3.4)
Uy = Uy +w

Onde o é conhecido, faltando calcular vy.

Monico (2007, p. 167) continua. Pela terceira lei de Kepler:

_ cos(Ey) —e)
COS(Uk) = T()S(Ek) (35)
sen(Ex)V1 — e?
sen(vy) =

1 —ecos(Ey) (3.6)
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Onde:
E, = My + e sen(Ey) (3.7)

O wvalor de Ex, como explica Monico (2007), deve ser solucionada
interativamente. Em geral apenas uma repeticdo € necessaria, com valores entre 0 e 360 graus.

Calculado pelo conhecimento da anormalidade E, e o tempo transcorrido deste
toe, como apresentado na literatura citada, a solugéo deve ser feita por interagéo.

Pode-se entdo calcular uy e obter a posicdo do satélite NAVSTAR-GPS no seu
plano orbital pelas equacdes 3.4.

E finalmente, pela equacdo da secdo 2.4.4, temos as coordenadas do satélite
NAVSTAR-GPS no sistema geocéntrico (MONICO, 2007, p. 169).

= x, cos(w) — yisen(w) cos(a)
x, sen(w) + yy cos(w) cos(a) (3.8)
z% = y, sen(a)

3.2 ESTIMATIVA DA POSICAO DO SATELITE USUARIO

A determinacdo da posicdo do satélite usuario, objeto deste trabalho, é um
processo estocastico pelas incertezas envolvendo as medicGes e por representar um conjunto
de dados ndo continuos, necessitando o uso de um estimador.

Mog (1995, p. 2) explica que “os resultados de determinagdo de orbitas sdo
apresentados em vetor de estado e elementos keplerianos, juntamente com suas matrizes de

covariancias”.

3.2.1 Célculo do momento de recepcao do sinal no Sistema Temporal NAVSTAR-GPS

O relégio do satélite usuario ndo tem qualquer sincronismo com o0 tempo

NAVSTAR-GPS, assim havera um ajuste necessario para determinar o tempo NAVSTAR-
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GPS que ocorreu a recepgao do sinal e compara-lo com o tempo de transmissdo do satélite
NAVSTAR-GPS.

tops = tr — dty (3.9)
Onde:
t, — horario do reldgio do satélite usuario.

dt; — erro do relogio do satélite usuario.

3.2.2 Intervalo de tempo entre a transmissao e a recepcao do sinal

O intervalo de tempo transcorrido é igual 0 momento da recepcdo, menos o da

transmissao, assim:

At} = tips — tops (3.10)

O tempo NAVSTAR-GPS do instante da transmissdo € conhecido, ver secdo
3.1.3, portanto:

Att =t, — dt, — thps (3.11)
Onde:
t, — tempo no rel6gio do receptor, conhecido.

dt; — incognita a ser estimada, juntamente com as coordenadas do satélite usuario.

3.2.3 Modelagem da pseudodistancia entre os satélites NAVSTAR-GPS e o satélite

usuario

Conhecido o intervalo de tempo, pela secdo anterior, e multiplicando-o pela

velocidade da luz, encontrar-se-ia a distancia entre os dois satélites, porém, existe uma
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incerteza que é a diferenca do relégio do satélite usuario em relacdo ao tempo NAVSTAR-
GPS.

Assim, denomina-se pseudodistancia a distancia calculada desta forma.

Silva (2015, p. 34) apresenta o conceito de pseudodistancia e a equacdo completa
que permite sua determinacé&o.

Adaptando aos termos usados neste trabalho “a medida da pseudodistancia ¢
obtida a partir da correlacdo entre o codigo gerado pelo satélite NAVSTAR-GPS no instante
da transmissdo (t;) e sua réplica gerada no receptor, no satélite usuario, no instante da
recepcao (t,)”.

PD = preq + c(6t, — 8ty) + I + T, + Orbgps + by + bgps + vpp (3.12)

Onde:

PD - pseudodistancia.

Preal — distancia geométrica entre os satélites.

c(ot, - dty) — erro da distancia produzida pelo erro dos reldgios.

I, — atraso do sinal devido ao efeito ionosférico.

T, — atraso do sinal devido ao efeito troposférico.

OrbnavsTar-cps — erro da Orbita do satélite NAVSTAR-GPS.

br — atraso devido ao hardware do receptor do satélite usuério.

bnavsTAR-cps — atraso devido ao hardware do transmissor.

vpp — efeitos aleatdrios e ndo modelados.

Como observado acima, podem ocorrer efeitos que alteram o tempo de
propagacao do sinal que, por conseguinte, causam erros no calculo da pseudodistancia.

Os efeitos troposféricos podem ser considerados despreziveis, pois os satelites
estdo em Orbita acima da troposfera.

Os erros na Orbita dos satélites NAVSTAR-GPS sdo analisados e seus parametros
enviados para o satélite NAVSTAR-GPS, que os retransmite ao satélite usuario e pode
compensa-los, sdo os parametros Cus, Cuc, Cis, Cic, Crs e Crc apresentados na se¢do 3.1.2.

O erro devido ao hardware do transmissor também € contemplado pelos
pardmetros de correcdo do relogio do satélite NAVSTAR-GPS ao, a; e a, vistos na secdo
3.1.2.

Os efeitos da ionosfera sdo funcdo da ionizagdo desta pelos raios solares,

principalmente, que podem também ser calculados a partir das informag6es das efemérides.
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MOG (1195, p. 44) explica: “a mensagem de navegagdo do satélite NAVSTAR-
GPS contém oito coeficientes (ay....0, B1 .. Bs), 05 quais sdo utilizados em um polindmio de
terceiro grau para o calculo da corre¢do ionosférica da pseudodistancia”.

Podemos também desprezar 0 vep que é pequeno e serd incorporado ao desvio do
relégio, assim como o erro do hardware do satélite usuério.

Finalizamos com a seguinte equagéo.
PD = Preal + C((Str - 6tt) + Ir + OTprS + bGPS (313)

E para a equacéo da distancia real temos:

Preat = N (X° —X)2+ (v — V)% + (z° — Z,)? (3,14)

Substituindo na equacéo (3.13).

PD = /(xS —X.)2 + (yS = Y,)2 + (25 — Z,)? + c(8t, — 8t,) + I, + Orbgps + bgps (3.15)

Onde as incognitas sao:
a) Coordenadas do satélite usuario X;, Y, e Z.

b) Erro do reldgio do satélite usuério e demais pequenos erros ot.

3.2.4 Modelagem final

Para resolver o posicionamento e erro do relégio do satélite usuario, sdo
necessarios os sinais de 4 satélites NAVSTAR-GPS, conforme mostra a figura 9.
Quando mais de 4 satélites estdo no horizonte do receptor, todos sao utilizados

para definir o melhor conjunto de 4 equag6es possiveis.



Figura 9 — Recepcao dos sinais de 4 satélites NAVSTAR-GPS
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Fonte: Almeida (2011, p. 13), adaptada pelo autor.
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Conforme Monico (2007, p. 186), tem-se 0 seguinte sistema de equacdes:

PDt =
PD}? =
PDS =
PD3* =

Onde:

pSt + c(dt, — dts) + It
P2 + c(dt, — dt5?) + I$?
p3 + c(dt, — dts3) + I3
pst + c(dt, — dt5*) + I3*

(P2 = (% = )2 + (7L = )2 + (2 - 2)°
()2 = (2 = )P + (72 = )2 + (2 = 2)°
()2 = (% = )2 + (7" = )2 + (2 - 2)

(3.16)

(3,17)

A solucdo é realizada pelo sistema de processamento embarcado no satélite

usuario com auxilio de um estimador dindmico, que processa as informacdes a medida que

sdo recebidas, a literatura pesquisada indica o uso do Filtro de Kalman Uscented (PARDAL,

2013).

O filtro de Kalman Uscented ajusta os dados recebidos para uma funcdo de

estimacédo especificada a cada recepcdo de um novo dado. O valor encontrado passa a ser 0
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valor inicial para o proximo dado, assim, acelera o processamento e reduz a necessidade de
armazenamento dos dados.

Pardal (2013, p.398) apresenta com detalhes esse estimador, ver se¢do 2.4.5, que
resulta no seguinte calculo, indicando somente o calculo de uma varidvel, pois as demais
seguem 0 mesmo raciocinio:

Primeiro define-se a fungédo que sera usada: u = f(x)

Calcula-se o ganho de Kalman.

K = qu(va)—l
Xep1 = X+ K(up — Uy

Onde:

Xw+1= nhovo valor de x.

Xt — valor obtido na interacdo anterior.

U — valor da funcao de aproximacao para a interacao anterior.

u — valor médio anterior da funcéo de aproximacao.

P" — matriz inovagc4o.

P" — matriz correlagio.

As interacdes se sucedem, permitindo que o satélite avalie sua posicdo em relacéo
a sua Orbita, bem como seu vetor velocidade, pois tem 0 vetor posicdo entre intervalos de

tempo; da mesma forma, se necessario, a sua aceleracéo.

3.3 SINTESE SOBRE A POSICAO DO SATELITE USUARIO

O posicionamento do satélite usuario decorre do recebimento das informacdes dos
Satélites NAVSTAR-GPS, sdo necessarias as informacdes de quatro satélites NAVSTAR-
GPS.

Tais informagdes sdo recebidas em um formato de dados “crus”, ou seja, dados
que necessitam de correcdes. Essas corregbes também sdo enviadas pelos satélites
NAVSTAR-GPS. O satélite usuario recebe a informacéo da data/horario e os parametros de
correcdo; os dados da orbita e suas correcfes, os dados das efemérides astronémicas semanais

e dados da ionosfera.
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Tendo todas as informagdes que precisa, 0 computador embarcado calcula o
horario e posicionamento de cada satélite NAVSTAR-GPS e, na sequéncia aplica a
modelagem apresentada nas equacdes 3.16 e 3.17 para estimar sua posi¢do e “erro” do seu
relogio. Para isto, utiliza um estimador como o filtro de Kalman de forma interativa, ou seja,
em tempo real sendo que cada posicdo calculada passa a ser a condicéo inicial para a proxima
interacdo.

Importante acrescentar que os calculos seguem uma programacao (algoritmo) preé-
carregado nos computadores do satélite usuario, e sdo enviados para os controles de

aeronavegacao para eventuais corre¢fes na sua Orbita, se necesséria.
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4 CONSIDERACOES FINAIS

A utilizagdo do Sistema de Posicionamento NAVSTAR-GPS é uma forma segura
e viavel no controle do posicionamento e atitude dos satélites artificiais terrestres.

A modelagem desta questdo envolve varias areas do conhecimento como
astronomia, navegacao, geodesia, fisica, eletrénica, computacdo e matematica. Sendo assim,
pessoas com formacdo em matematica, podem compor uma equipe multidisciplinar envolvida
no controle de drbitas e atitudes de satélites artificiais terrestres, tanto para o desenvolvimento
de algoritmos de navegacdo, como para analise de dados recebidos e processados, ou ainda,
para pesquisa dos efeitos produzidos pelas efemérides astronémicas.

Na literatura pesquisada, verificou-se que a modelagem das Orbitas contém
elementos matematicos e fisicos basicos, que sdo o objeto deste trabalho, e que as areas
principais da matematica envolvidas sdo a geometria analitica, a algebra linear, a inferéncia
estatistica e a analise estocéstica.

O sistema de referéncia utilizado tem origem em um dos focos da elipse — que
representa a Orbita do satélite — com coordenadas X, y, z. A origem do sistema € a intersec¢do
do eixo de rotacdo terrestre e o plano equatorial; a direcdo do eixo X é o equindcio de
primavera no hemisfério norte; o eixo Y forma com o eixo X um angulo de 90 graus a leste,
no mesmo plano equatorial. O eixo Z equivale ao eixo de rotagdo da Terra no sentido do Polo
Norte.

A Orbita de um corpo é definida pelos elementos Keplerianos, que contém as
caracteristicas da elipse e da interseccdo do plano orbital com o plano equatorial.

As principais leis da fisica aplicadas neste trabalho s&o a Lei Gravitacional de
Newton e os postulados de Einstein na Teoria da Relatividade Restrita, onde a velocidade de
transmissédo da luz independe do movimento da sua fonte e, 0 conceito de sistema referencial
inercial.

A identificacdo da posicdo do satélite é feita através da obtencdo da distancia entre
a sua posicdo no sistema referencial inercial, em relagdo a trés outras posi¢cdes conhecidas
(Satélites NAVSTAR-GPS), formando um sistema de trés equacdes e trés incognitas.

Para a definicdo das distancias, utiliza-se o tempo de propagacdo do sinal entre o
satélite NAVSTAR-GPS e o satélite usuario, multiplicando-o pela velocidade da luz. No

entanto, o tempo de propagacdo corresponde ao intervalo entre a emissdo, data/horario
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conhecido, e a recepgdo horario/tempo do reldgio embarcado no satélite usuario. Porém, os
relogios dos satélites NAVSTAR-GPS e do satélite usuario ndo sdo sincronizados, sendo
necessaria a introducdo de uma quarta variavel a modelagem — um quarto satélite NAVSTAR-
GPS —, na determinacdo das distancias, agora denominadas pseudodistancias, resolvendo
assim o sistema de equacoes.

Para a modelagem apresentada, todos os objetivos propostos foram atingidos,
possibilitando ao leitor uma ampliacdo dos elementos matematicos e fisicos envolvidos, bem
como, fornecendo uma base para a ampliacdo do conhecimento sobre as drbitas e atitudes dos
satelites artificiais terrestres, no atendimento das suas finalidades.

Conforme pesquisas realizadas, o posicionamento e controle de satélites artificiais
terrestres e o Sistema de Posicionamento Global — NAVSTAR-GPS se desmembram em
diversos ramos, iniciando com a modelagem aqui apresentada, até a analise de
posicionamento rotacional dos satélites e o estudo das diversas influéncias astronémicas como
atragéo gravitacional luni-solar, movimento orbital da Terra, etc.

Futuros trabalhos poderdo ampliar a modelagem apresentada com a inclusdo de
outras influéncias, como indicadas no paragrafo anterior; bem como para os outros sistemas
de posicionamento que forma o GNSS - Global Navigation Satellite System, como os sistemas

Europeu, Russo, Indiano, Chinés.
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