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RESUMO

A circunferéncia é uma forma geométrica bastante pesquisada academicamente e identificada
no contorno de diversos elementos da natureza, bem como utilizada no desenvolvimento de
ferramentas, utensilios e outros objetos. Dentre as aplicagdes encontradas para a
circunferéncia, e estudada neste trabalho, estd a concordancia de arcos de circunferéncia.
Neste contexto, este trabalho teve por objetivo apresentar uma equacdo para o calculo
aproximado do perimetro de uma elipse por meio de uma falsa elipse baseada em arcos de
circunferéncia concordantes. A construcdo da falsa elipse é demonstrada detalhadamente a
partir dos seus elementos construtivos até se obter a equacao do seu comprimento, enquanto a
elipse que serviu de parametro de medida foi desenhada sobre uma placa de isopor. Como a
falsa elipse é uma simplificacdo da elipse, erros foram identificados ao se comparar o
comprimento da falsa elipse obtido algebricamente e o comprimento da elipse desenhada
sobre a placa de isopor e medida fisicamente. Para minimizar estes erros foi elaborada uma
funcdo para descrevé-los por meio de ajustes de minimos quadrados. Por fim, alcancando o
propdsito da pesquisa, foi formulada uma equagdo incorporando a funcdo de ajuste dos erros
para obter satisfatoriamente o comprimento aproximado da elipse desenhada sobre o isopor
que permitiu responder ao problema formulado para esta pesquisa: Como empregar arcos de
circunferéncia concordantes no calculo aproximado do perimetro de uma elipse a partir da

descricao dos seus elementos geométricos construtivos e do ajuste de minimos quadrados?

Palavras-chave: Concordancia de arcos de circunferéncia. Elipse. Comprimento.



ABSTRACT

The circumference is a geometric shape that has been academically researched and identified
in the outline of various elements of nature, as well as used in the development of tools,
utensils and other objects. Among the applications found for the circumference, and studied in
this work, is the concordancy of circumference arcs. In this context, this work aimed to
present an equation for the approximate calculation of the perimeter of an ellipse through a
false ellipse based on concordancy circumference arcs. The construction of the false ellipse is
demonstrated in detail from its construction elements until obtaining the equation of its
length, while the ellipse that served as a measurement parameter was drawn on a styrofoam
plate. As the false ellipse is a simplification of the ellipse, errors were identified when
comparing the false ellipse length obtained algebraically and the length of the ellipse drawn
on the styrofoam plate and measured physically. To minimize these errors, a function was
created to describe them through least squares adjustment. Finally, achieving the purpose of
the research, an equation was formulated incorporating the error-fitting function to obtain the
approximate length of the ellipse drawn on the styrofoam that allowed to answer satisfactorily
the problem formulated for this research: How to use concordancy circumference arcs in the
approximate calculation of the perimeter of an ellipse from the description of its geometric

constructive elements and the least squares adjustment?

Keywords: Concordancy of circumference arcs. Ellipse. Length.
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1 CONSIDERACOES INICIAIS

Esta secdo trata do tema a ser abordado neste projeto e sua delimitacao, além de

apresentar a problematizacdo, justificativa e objetivo.

1.1 TEMA E DELIMITACAO DO TEMA

Arcos de circunferéncia concordantes podem ser empregados na representacao de
curvas suaves. Neste trabalho, demonstra-se interesse em aplica-los em relacdo a elipse
visando o calculo aproximado do comprimento dessa secdo conica sob uma abordagem dos
elementos geométricos construtivos dos arcos e com o uso do ajuste de minimos quadrados.

Dado o escopo da pesquisa, a sua analise sera delimitada ao exame de livros,

artigos, teses e outros documentos bibliograficos relacionados ao assunto.

1.2 PROBLEMATIZACAO

Uma das areas da matemadtica mais explorada desde os seus primordios é a
geometria. A busca em conhecer as formas geométricas e suas medidas levou o homem a
desenvolver diversos estudos que resultaram em importantes descobertas, algumas
formalizadas em teoremas, outras detalhadas em livros, pergaminhos e até escritas em pedras
e que até hoje contribuem no desenvolvimento de novas frentes de pesquisa.

A geometria ocupa o centro da atencao de um grande publico, pois mesmos suas
formas planas mais elementares, como quadrados, triangulos e circulos sdo uteis tanto em
oficios que requerem um conhecimento mais avancado quanto naquelas atividades mais
simples, ndo obstante a importancia de cada uma delas. Todavia, as formas geométricas nao
se resumem apenas aquelas citadas anteriormente, mas se expandem para outras formas nao

planas, fractais etc.
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Além das formas geométricas conhecidas, como as citadas, pode-se encontrar no
mundo real objetos que ndo possuem um formato definido e estudado. No entanto, em alguns
casos é possivel dizer que um objeto, ou parte dele, se assemelha a uma determinada forma
geomeétrica, como no caso de uma laranja que se assemelha a um circulo, quando vista em
duas dimensoes.

Todavia, hd casos em que os objetos ndao se parecem com nenhuma forma
pesquisada, mas verifica-se que os seus contornos podem ser vistos como parte de alguma
forma geométrica conhecida.

Para estes objetos, em variedades incontaveis, pode-se desejar, por algum motivo,
conhecer o seu perimetro (comprimento). Em relacdo a objetos menores, uma solucao seria
medi-los com o uso de uma fita métrica, ou outro instrumento, mas e nos casos onde esta
solucdo ndo possa ser aplicada?

A dificuldade que se observa na mensuracao do comprimento de uma figura sem
uma forma conhecida e para a qual ndo se tem de antemdo uma equacao previamente definida
também ocorreu no passado ao se tentar medir o perimetro de uma elipse.

A elipse é uma forma geométrica oriunda das se¢des conicas, como as hipérboles
e parabolas, que surgem da intersecdo entre os pontos que formam um plano e uma cénica,

como pode ser observado na figura abaixo.

Figura 1 - Plano obliquo ao eixo de uma conica dando origem a uma sec¢do conica
(elipse).

NS

Fonte: Borin Junior (2014, p. 78).

Embora as formas geométricas decorrentes das secOes conicas se originem da
intersecdo de formas tridimensionais, elas também podem ser representadas em duas

dimensoes.
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Ao contrario do que se pode pensar, a elipse ndo é uma forma que reside apenas
no mundo abstrato da matematica, mas pode ser encontrada em diversos contextos, como na

arte, arquitetura e astronomia.

Figura 2 - Parlamento europeu. Figura 3 - Elipses superpostas na obra La
Santisima Trinidad, Caravaggio.

https://www.e-architect.com/images/jpgs/france/europea

n parliament a141011 3.jpg.

Fonte: Fraga, Lorenzo e Alonso (2020, p.118).

No campo matematico, registra-se, em especial, as dificuldades que se teve ao
longo do tempo em calcular o comprimento da elipse, cuja expressao precisa so foi alcancada
no século XVIII (GINOUX; GOLVIN, 2020). Até entdo, muitos estudos tinham sido
conduzidos obtendo apenas uma aproximagdao para o0 seu comprimento.

Uma possivel maneira para se obter um valor aproximado do perimetro de uma
elipse é utilizando circunferéncias, pois, dentre as suas inimeras aplicagoes, elas possibilitam

representar curvas suaves por meio de arcos concordantes, como mostra a figura abaixo.

Figura 4 - Curvatura de uma fruta representada por arcos de circunferéncia concordantes.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Nota-se que se trata de uma aplicagdo de grande utilidade das circunferéncias,
sendo possivel emprega-la em curvas suaves conhecidas ou ndao, como no caso apresentado
pela figura acima.

Na historia ha registros do uso de arcos de circunferéncia concordantes, como na

construcdo do Coliseu, em Roma (GINOUX; GOLVIN, 2020, p. 22).

Figura 5 - Imagem do Coliseu.

Fonte: https://www.enroma.com/wp-content/uploads/2018/04/Tour-Coliseo-con-Subterrneos-1.jpg

De acordo com a literatura e, também, segundo Barnard, Pearce e Schovanec

(2001, p. 296), o comprimento da elipse é dado pela seguinte equacdo integral:

1= [+Va’sen’t + b’cos’tdt 1)

Contudo, Pedrosa (2018, p. 37) assevera que muitos matematicos ja tentaram
resolver a Equacdo (1), mas acabaram concluindo que ela é de dificil solucdo por meio de
fungdes elementares. Todavia, em sua tese, Pedrosa (2018, p. 39) apresenta uma equacdo para

o comprimento aproximado da elipse tomando por base o Produto de Wallis.

L=~2mna l—lez—ie“—ise 2)
4 64 256
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R . . . c o den
Onde, € corresponde a excentricidade da elipse, ou seja € = —, e c é a distancia do
a

centro da elipse até um dos focos, de modo que a’= b’ + ¢’, como mostra mais adiante a
figura (6).

Em virtude da dificuldade para se calcular com exatiddo o comprimento da elipse,
Barnard, Pearce e Schovanec (2001, p. 298) apresentam diversas equacdes, formuladas ao
longo do tempo, que sdo aproximacdes para o comprimento da elipse.

Para Lampret (2019, p. 52), a primeira férmula exata para calcular o comprimento

de elipse foi dada por Collin Maclaurin na forma de uma soma de uma série infinita.

Pla,b| =2xa ), %{) 1 - 2k|&™ (3)

Onde, € tem a mesma interpretacao dada na Equacao (2). Alias, a Equagao (2) é o
desenvolvimento da Equacdo (3), contudo, obtida a partir do Produto de Wallis.

Ressalta-se, no entanto, que a exatiddo comentada por Lampret é obtida ao se
proceder a soma infinita da Equacao (3).

Dentre os métodos que podem ser utilizados para alcancar uma aproximacao do
comprimento da elipse se encontra o uso de arcos de circunferéncia concordantes, que ao
serem combinados ddo origem a denominada falsa elipse, um tipo de oval regular (JARDIM,;
GIORA, 2018).

Embora ndo seja um método novo a ser aplicado para o calculo aproximado do
comprimento de uma elipse, encontra-se na literatura trabalhos recentes que abordaram este
método, dentre eles, cita-se os estudos envolvendo uma falsa elipse de 4 arcos (QIAN, 2011)
e (QIAN; QIAN, 2001), 5 centros (ROSIN; PITTEWAY, 2001) e oito centros (GINOUX;
GOLVIN, 2020).

Diante do que foi apresentado, propde-se responder a seguinte pergunta: Como
empregar arcos de circunferéncia concordantes no calculo aproximado do perimetro de uma
elipse a partir da descricio dos seus elementos geométricos construtivos e do ajuste de

minimos quadrados?
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1.3 JUSTIFICATIVAS

Tendo em vista as diversas equagOes construidas ao longo do tempo para
encontrar o perimetro aproximado da elipse, o presente trabalho busca contribuir nesta
questdo ao apresentar uma abordagem baseada na descricio dos elementos geométricos
construtivos dos arcos de circunferéncia concordantes a partir do desenho da falsa elipse e da
maximizacdo da aproximacdao do calculo do perimetro da elipse por meio do ajuste de
minimos quadrados.

Para Rosin (2001, p. 13), a aproximacdo da elipse por meio de arcos de
circunferéncia simplificam sua constru¢do e manipulacdo, além de serem uteis em varias
aplicacodes:

..., in fields such as mathematics (generating figures), astronomy (analysing orbits),
art (marking out large oval frames for ceiling painting), architecture (building
masonry arches, floor plans, etc), and, more recently, the conversion of fonts from a
general conic specification to circular arcs [1, 2].

Rosin (1999, p. 270) destaca a importancia da aproximacdo de uma elipse por
meio de circulos em outras areas:

« For instance, its curvature is continuously varying. Thus while circular sections can
be detected in image curves relatively easily by testing for constant curvature such
methods cannot be readily extended to work with ellipses.

* Some applications such as fitting ellipses to scattered data require some error
estimate to be minimised. The most natural error estimate for a point is the
Euclidean distance from the point along the normal to the ellipse. Unfortunately this
requires solving a quartic equation, and choosing the minimum of the four solutions.
In practice this is rarely carried out, and approximations to the Euclidean distance
are used instead.

* The parallels of an ellipse are not ellipses themselves, but are eighth order
polynomials (Gridgeman, 1970a). Determining such parallels is useful in
applications such as architecture which requires parallel rows of columns, etc., and
in CAD where the offset curves of paths made by NC milling machines need to be
determined (Elber et al., 1997).

Além das aplicaces vistas acima, destaca-se como maior contribuicao deste
trabalho a metodologia desenvolvida para o calculo do perimetro da elipse a partir da sua
representacdo por meio de arcos de circunferéncia concordantes que, mutatis mutandis,
permitira seu uso em relacdo a outras formas geométricas para as quais ndo se tenha de
antemdo uma equacdo definida/conhecida e, quica, ser aplicada na formulacdo de fungdes
matematicas para casos onde métodos como o de ajuste de minimos quadrados ndo sejam

suficientes.
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Em outras palavras, espera-se com este trabalho aproximar aspectos abstratos da

matematica do mundo real.

1.4 OBJETIVOS

Nesta secdo sera tratado do objetivo deste projeto e, também, dos objetivos

especificos tracados visando alcancar o objetivo geral.

1.4.1 Objetivo Geral

O objetivo desta pesquisa é equacionar o comprimento aproximado da elipse em
relacdo ao comprimento dos arcos de circunferéncia concordantes, construidos para
representarem a elipse, e de uma funcdo de ajuste dos erros, decorrentes da comparacao entre

essas duas estruturas geomeétricas, por meio do emprego do ajuste de minimos quadrados.

1.4.2 Objetivos Especificos

Para alcancar o objetivo proposto para esta pesquisa, pretende-se desenvolver as
seguintes acoes:

(a) desenhar o primeiro quadrante de uma falsa elipse, com base em arcos de
circunferéncia concordantes, tomando por referéncia os eixos maior e menor de uma elipse;

(b) identificar os elementos geométricos (pontos, retas, segmentos de reta, arcos e
raios das circunferéncias etc) da falsa elipse e traduzi-los em uma linguagem matematica;

(c) calcular o perimetro da falsa elipse;

(d) comparar o perimetro da falsa elipse em relacao a elipse;
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(e) fazer uso da linguagem de programacao Python para encontrar uma fungao que
represente o erro do perimetro entre a falsa elipse e a elipse com o uso do ajuste de minimos
quadrados;

(f) formular uma equagdo que permita calcular o perimetro de uma elipse a partir

de uma falsa elipse.

1.5 ESTRUTURA DO TRABALHO

O desenvolvimento deste projeto esta estruturado em 4 partes.

A primeira parte que esta sendo apresentada se refere aos aspectos introdutorios
da pesquisa abarcando o tema e sua delimitacdo, a problematizagdo, a justificativa e o
objetivo.

Na segunda parte, correspondente ao segundo capitulo, sera tratado o referencial
tedrico, onde serdao abordados em subsecdes os conhecimentos orientados a solucao do
problema relacionado a elipse, arcos de circunferéncia concordante, falsa elipse, calculo do
comprimento do arco de circunferéncia, equacao da reta, produto interno euclidiano e ajuste
de minimos quadrados.

A terceira parte abordara a delimitacdo metodologica, detalhando, em subsecdes,
aspectos relacionados ao tipo de pesquisa, processo de amostragem, bem como a coleta e o
tratamento dos dados.

Por fim, a quarta parte sera utilizada para demonstrar as etapas metodoldgicas e o

cronograma do projeto.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Para o desenvolvimento deste projeto, alguns referenciais tedricos serdao trazidos
para a conducdo da analise. Propondo uma melhor organizacao do texto, para cada item a ser
abordado serd feita, em subsecOes, (i) uma apresentacdo tedrica, com base na literatura
classica, e, quando aplicavel, (ii) uma descricio da forma como o item foi tratado em
trabalhos que foram encontrados e que estudaram tema semelhante ao apresentado neste
projeto.

Portanto, neste capitulo, serdo tratados os pontos que embasardo o
desenvolvimento do projeto e dardao suporte aos resultados encontrados.

Buscando uma aproximacdo em relacdo aos objetivos especificos que foram
elencados para alcangar o objetivo geral desta pesquisa, os seguintes elementos serao
estudados: (a) elipse, (b) concordancia entre arcos de circunferéncia; (c) falsa elipse; (d)
calculo do comprimento de uma circunferéncia; (e) equacdo da reta; (f) produto interno

euclidiano; e (g) ajuste de minimos quadrados.

2.1 ELIPSE

Conforme visto inicialmente, a elipse é uma forma geométrica que se origina da
intersecao entre uma conica e um plano obliquo em relacdo ao seu eixo, como pode ser
observado na figura (1). Embora se origine de formas geométricas tridimensionais, ela pode

ser representada em duas dimensdes (forma plana), como se fosse vista de cima.

2.1.1 Aspectos tedricos da elipse

Uma definicdo da elipse pode ser encontrada em Caldeira et al. (2012, p. 159):
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Defini¢ao: Dados dois pontos distintos F; e F,, pertencentes a um plano, seja 2c a
distancia entre eles. Elipse é o conjunto dos pontos P, do plano cuja soma das
distancias a F, e F é a constante 2a.

A figura a seguir apresenta a elipse em duas dimensdes, que sera abordada neste

trabalho, bem como seus elementos.

Figura 6 - Elipse em duas dimensdes e seus elementos.

A
A

Fonte: Borin Junior (2014, p. 82).

Caldeira et al. (2012, p. 159) apresentam algumas relacGes entre os elementos
da elipse que sdao mostradas a seguir com as devidas adaptacoes para os elementos da figura

(6) acima:

F F,=2ceF B,+B,F,=2a
AA=AF +F F,+F,A,=AF+FF,+AF =FA +AF,=2a

Um elemento caracteristico da elipse é a sua excentricidade, que representa o seu

grau de achatamento. Segundo Caldeira et al. (2012, p. 159), a excentricidade é dada por cc?

No tocante a descricdo matematica de uma elipse, de acordo com Stewart (2016,
Apéndice A17), a elipse de posicao-padrao (centrada na origem) é uma curva com a seguinte

equacao:

N
N

=1 (4)

QN| >
Se |‘<
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Sendo que a e b sdo numeros positivos e correspondem a metade do eixo maior e
a metade do eixo menor, respectivamente, conforme mostra a figura (6).
A elipse também pode ser descrita em coordenadas polares com a seguinte para-

metrizacdo em termos vetoriais (GONCALVES; FLEMMING, 2007, p. 34):
Flt)=acosti+bsentj, 0<t<2n (5)

Sendo que a Equacdo (5) ainda pode ser expressa parametricamente (SILVA,

2020, p. 161):

X = acost

, 0<t<?2
y = bsent d ©6)

Alencar et al. (2020, p. 24-25), ao tratarem da reparametrizacdo de curvas e
comprimento de arco, apresentam a seguinte definicdo para o comprimento de arco, aplicavel
a elipse:

Definigdo 1.40. Seja « : I » R’uma curva parametrizada, de classe C', dada por
a(t)=(x(t), y(t)). Afungio -, : I R, definida por
t t
Zl0)=[lle(8llds = [Vx(9F+(y (&) d&,
ty t,

t, € I, é denominada fung¢do comprimento de arco.

A partir da definicdo acima, e tomando as coordenadas polares de uma elipse,
onde x = a cost e y = b sent, o seu comprimento é dado pela Equacao (1).

Embora o estudo no campo da geometria diferencial tenha conseguido formalizar
o comprimento de uma elipse por meio de uma integral, esta é de dificil solu¢do como visto
anteriormente, sendo necessario o uso de outros meios para calcula-la que, em geral,
alcancam valores aproximados, como os métodos numéricos, somatorios etc. Neste sentido, o
que se constata na literatura é a existéncia de inimeras equagdes que apontam para um valor
aproximado, como a Equacdo (2). Nada obstante, a Equacdo (3), proposta por Collin
Maclaurin, que oferece um valor exato para o comprimento da elipse, contudo, requerendo

um somatorio infinito.
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2.1.2 A elipse no contexto de outras pesquisas

Constatou-se que a abordagem da elipse nos trabalhos pesquisados foi bastante
sumaria, possivelmente pelo fato de se tratar de artigos que, por este motivo, requerem um
texto mais conciso.

No entanto, destaca-se 0s seguintes recortes:

a) Silva et al. (2020, p. 159-169) ao abordarem a elipse do ponto de vista do
angulo caracteristico, apresentaram dentre outros, 0s elementos caracteristicos desta secao
conica e a equacdo da elipse valida, inclusive, para aquelas ndo centradas na origem (uma

generalizacao da Equacao (4)):

(X - Xo)z (y - }’0>2
= + P =1,a>b. (7)

b) Ginoux e Golvin (2020, p. 20-29) apresentaram uma retrospectiva historica da
elipse e da maneira como esta forma geométrica era construida em séculos passados com o

uso de falsas elipses.

2.2 CONCORDANCIA ENTRE ARCOS DE CIRCUNFERENCIA

Apbs a abordagem tedrica da elipse, esta secdo tratara de um ponto bastante
interessante para este projeto, uma vez que se busca por meio da concordancia entre arcos de
circunferéncia construir a falsa elipse que representara a elipse.

Constatou-se na literatura que se trata de um tépico pouco explorado do ponto de
vista tedrico. Em geral, o assunto é retratado por meio de desenhos exemplificativos com
poucas definicdes.

Embora este trabalho analise um cenario envolvendo a concordancia entre arcos

de circunferéncia, ela também se aplica no contexto de uma reta e um arco de circunferéncia.
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2.2.1 Aspectos tedricos da concordancia entre arcos de circunferéncia

De acordo com Jardim e Giora (2018, p. 75), a concordancia entre elementos
geométricos, como retas e circunferéncias, ocorre quando no ponto de contato entre eles se
verifica uma suavidade ao passar de um elemento para outro, sem a existéncia de angulo ou
reversdao. Este ponto de contato é denominado de ponto de tangéncia, que, no caso da
concordancia, se chama ponto de concordancia.

De forma semelhante, Costa (2016, p. 146) afirma que “Pode ser feita
concordancia entre dois arcos de circunferéncia ou um arco de circunferéncia e uma reta (reta,
semirreta ou segmentos de reta). Porém essa ligacdo deve ser feita com suavidade, sem haver
inflexdo ou fraturas.”.

A figura abaixo ilustra um exemplo de concordancia de arcos de circunferéncia

em sentido contrario.

Figura 7 - Exemplo de concordancia de arcos de circunferéncias.

(" =

e

Figura 6. Passos para concordar dois arcos de sentido contrério.
LS 4

Fonte: Jardim e Giora (2018, p. 81).

Com base na figura acima, constata-se que o ponto B é o ponto de concordancia
entre os dois arcos de circunferéncia.

Para os arcos de circunferéncia concordantes, segundo Jardim e Giora apud Costa
(2018, p. 76), vale o seguinte principio:

2. Dois arcos concordantes possuem centros e ponto de concordancia colineares, ou
seja, estdo sobre uma mesma reta. Além disso, no ponto de concordancia entre dois
arcos é possivel tracar uma tangente comum, conforme leciona Costa (2011).
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Do principio apresentado acima, depreende-se que a concordancia entre dois arcos
de circunferéncia ocorre quando:

(i) Os centros dos arcos e o ponto de concordancia sao colineares;

(ii) Entre os dois arcos existe uma tangente comum no ponto de concordancia.

Da mesma forma, Costa (2016, p. 146) também aponta para a necessidade de que
os arcos concordantes admitam um ponto com a mesma tangente e que o centro dos dois arcos

esteja €M uma mesma reta.

2.2.2 A concordancia entre arcos de circunferéncia no contexto de outras pesquisas

Rosin (1999, p. 210), ao tratar do ponto de tangéncia (ou ponto de concordancia)
em seu trabalho, afirmou que a unido dos arcos ocorreu com continuidade C', referindo-se,
em outras palavras, que a construcdo da falsa elipse estudada empregou a concordancia entre
0S arcos.

Apontando para a existéncia de um ponto de concordancia no método empregado
em seu artigo, Qian (2011, p. 258) comentou sobre a importancia de observar alguns aspectos
da construcao dos arcos de circunferéncia visando garantir a continuidade da tangente dos
arcos: “Chandrupatla and Osler (2008) revealed certain geometric relationships in four-arc
approximation, especially the joint [...] for ensuring tangent continuity of the arcs.”.

Rosin (2001, p. 61), ao comentar sobre a concordancia, destacou a importancia da
continuidade tangencial entre os arcos de circunferéncia: “The important factor is that due to
the underlying triangle all the constructions exhibit circular arcs with tangent continuity.”.

Qian e Qian (2001, p. 2), ao abordarem a aproximacdo de uma elipse por meio de
arcos de circunferéncia, apresentaram uma demonstracdo de que a condi¢cdo de continuidade
tangencial estava assegurada no estudo.

Ginoux e Golvin apud Jones (2020, p. 22) comentaram o fato de que as falsas
elipses (também denominadas de ovais, como sera visto na préxima subsecao) sao formadas
por arcos de circunferéncia de raios diferentes com um ponto de encontro que compartilham
uma mesma tangente, analogamente ao encontrado em Jardim e Giora (2018, p. 75).
Informaram, ainda, que quanto maior o numero de arcos, melhor é a aproximacdo de uma

elipse.
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[...] approximating to the ellipse by means of segmental arcs of different radius
which meet where they share the same tangent. The simplest oval has four arcs
drawn from two pairs of focal points on the main axes. More arcs and focal points
may be added on this principle; the greater their number the closer the oval
resembles the ellipse.

Observou-se que os trabalhos pesquisados dedicaram um espaco para comentarem
sobre a importancia da concordancia entre os arcos de circunferéncia na representacdo da
elipse. Contudo, constatou-se que nenhum deles tratou o fato pela palavra concordancia, mas
discorreram na forma de um ponto pertencente aos dois arcos com uma mesma tangente, tal

como Jardim e Giora (2018, p. 76) apresentaram por principio.

2.3 FALSA ELIPSE

Apos as consideracOes acerca da elipse e da concordancia entre arcos de
circunferéncia, o passo seguinte, por consequéncia, é tratar da falsa elipse, consignando

alguns aspectos teéricos, bem como ilustracdes de métodos para a sua construgao.

2.3.1 Aspectos tedricos da falsa elipse

A falsa elipse também é encontrada na literatura com o nome de oval (JARDIM,;
GIORA, 2018), sendo que no desenho técnico ela, frequentemente, aparece como uma
perspectiva isométrica da circunferéncia, como visto em Cruz (2014).

De acordo com Jardim e Giora (2018, p. 81), um oval é um caso de elemento
geométrico formado pelo processo de concordancia. Segundo os autores, trata-se o oval de
uma curva fechada, com dois eixos, um menor e outro maior, formado pela concordancia de
arcos de circunferéncia.

No caso das falsas elipses, essas seriam um tipo de oval, mais precisamente, ovais
regulares que, de acordo com Jardim e Giora (2018, p. 81), sdo ovais compostos por arcos de

circunferéncia simétricos em relacdo aos dois eixos.
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Além dos ovais regulares, acham-se os ovais irregulares formados por elementos
geométricos que ndo sao simétricos em relacdo aos dois eixos, por exemplo, 0s ovais com o
formato de um ovo.

Como visto, as falsas elipses sdo formadas pela concordancia de arcos de
circunferéncia. Desta forma, o desenho de uma falsa elipse baseia-se na quantidade de arcos
de circunferéncia que se deseja utilizar (ou concordar), sempre em numeros pares, e
construidos a partir dos seus eixos (JARDIM; GIORA, 2018, p. 81).

Encontrou-se na literatura alguns modelos de desenho da falsa elipse que serdao
mostrados em seguida.

Pastana (2006, p. 44) apresenta a construcao de uma falsa elipse a partir de dois

métodos: método dos 4 centros e o método de Slantz, conforme figuras abaixo:

Figura 8 - Falsa elipse com 4 centros (K, H, M e L).
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Fonte: Pastana (2006, p. 45).

Figura 9 - Falsa elipse pelo método de Slantz.
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Fonte: Pastana (2006, p. 45).
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Jardim e Giora (2018, p. 82) ensinam como desenhar uma elipse com 4 centros

dado o eixo maior, como mostra a ilustracao a seguir:

Figura 10 - Falsa elipse com 4 centros (C, E, F e G).

Fonte: Jardim e Giora (2018, p. 82).

Ferreira (2013, p. 56), ao tratar de concordancia no desenho geométrico, apresenta

a possibilidade de construcdo de ovais dados o eixo maior ou o eixo menor:

Figura 11 - Falsa elipse dado o eixo menor.

Fonte: Ferreira (2013, p. 56).
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Figura 12 - Falsa elipse dado o eixo maior.
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Fonte: Ferreira (2013, p. 56).

2.3.2 A falsa elipse no contexto de outras pesquisas

Quanto aos métodos construtivos da falsa elipse, em um comparativo com uma
elipse, Rosin (1998) utiliza uma falsa elipse construida pelo método de Stirling, sendo que no
ano seguinte, no artigo A survey and comparison of traditional piecewise circular
approximations to the ellipse, Rosin (1999) realizou uma analise comparativa entre 10
construcdes de falsa elipse, incluindo a falsa elipse construida pelo método de Stirling. Em
conclusdodeste artigo de 1999, Rosin destacou como melhores aproximacdes os métodos de
Stirling, Hewitt 5 e Knowlton .707:

Stirling’s method has the advantage of possessing tangent continuity and has a low
maximum deviation at all eccentricities. However, the simpler Knowlton .707 and
Hewitt 5 methods are also good candidates. In particular the Hewitt 5 method has
lower L1 and L2 errors than Stirling’s method, and also has continuous tangents.

Em vaérios artigos apresentados por Rosin ele trata da falsa elipse construida pelo
método de Stirling. Este método é semelhante ao método dos 4 centros, mostrado na figura
(8). Contudo, o método de Stirling se diferencia na forma de como encontrar os 4 centros,

como mostra a figura a seguir:
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Figura 13 - Método de Stirling.

B

FIG.2. Stirling’s circular arc approximation of an ellipse.

Fonte: Rosin (1998, p. 210).

No artigo On Serlio’s Constructions of Ovals, Rosin (2001, p. 58-69) apresentou
diversas construcoes de falsas elipses historicas baseadas na obra de Serlio e outras
construcdes derivadas das falsas elipses de Serlio, sendo que ao final do estudo o autor
resumiu como elas se performaram em relacao ao perimetro de uma elipse. Em sintese, Rosin
destacou os métodos de Stirling e de Vignola como boas aproximacdes da elipse.

A figura abaixo apresenta a construcao da falsa elipse pelo método de Vignola.

Figura 14 - Método de Vignola.

(c) Vignola

Fonte: Rosin (2001, p. 63).

Ao visitar os trabalhos de Rosin sobre a representacdo da elipse por meio da falsa

elipse (ou oval), constatou-se que o autor, seguidamente, referenciou a precisao do método de
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Stirling na aproximacdo de uma elipse. Contudo, no artigo em que tratou dos ovais de Serlio,
ele expds sobre a dificuldade da construcao geométrica da falsa elipse por meio do método de
Stirling, comentando, ainda, que Simpson teria proposto que o desenho da elipse fosse feita

previamente a construcao do oval (ROSIN, 2001, p. 65):

Stirling's approximation was recently shown to be extremely accurate [27].
Unfortunately, however, due to the shallow intersection of the circle and ellipse in
stage 2 it is difficult to determine point I, making its geometric construction rather
impractical. In addition, Simpson asks the true ellipse to be drawn prior to the oval!

Em um estudo voltado para a aproximagdo do perimetro de uma elipse, Qian e
Qian (2001, p. 3) valeram-se de uma falsa elipse construida pelo método tradicional dos
quatro arcos que, segundo os autores, trata-se de um método referenciado em diversas obras
por diferentes autores.

Rosin e Pitteway (2001, p. 12-24) realizaram um estudo da aproximacdo do
perimetro de uma elipse por meio de uma falsa elipse de 5 centros, aplicavel apenas ao
primeiro quadrante.

Em um novo artigo, tratando do mesmo assunto pesquisado em Qian e Qian
(2001, p. 3), Qian (2011, p. 257-269) abordou novamente a falsa elipse construida pelo
método tradicional dos quatro arcos em um trabalho objetivando encontrar uma melhor
aproximacao do perimetro de uma elipse por meio de uma falsa elipse.

Por fim, Ginoux e Golvin (2020, p. 24 e 25) realizaram, recentemente, um estudo
da aproximacao do perimetro de uma elipse por meio de uma falsa elipse de 8 centros,
baseado-se nos passos construtivos de Frederick Honey publicados em artigos de 1906 e
1908.

Nota-se que o assunto referente a metodologia empregada na construcao da falsa
elipse é central nos trabalhos pesquisados, assim como para este projeto, e ndo é por menos,
pois trata-se da forma geométrica escolhida para representar a elipse e a partir da qual serao

obtidas as equagOes para mensurar o comprimento da elipse.
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2.4 CALCULO DO COMPRIMENTO DO ARCO DE CIRCUNFERENCIA

Considerando que a falsa elipse é formada por arcos de circunferéncia
concordantes, impende tratar como é calculado o comprimento de uma circunferéncia, visto

que tal conhecimento sera essencial no decorrer do trabalho.

2.4.1 Aspectos tedricos do calculo do comprimento do arco de circunferéncia

Uma circunferéncia na qual estd contido o arco que se quer medir pode ser

descrita como uma curva ($) em termos vetoriais (GONCALVES; FLEMMING, 2007, p. 33):

s =(rsen®, rcos®) (8)

Tomando-se o angulo 6 desta circunferéncia, verifica-se que é possivel dividi-lo
em infinitas particbes i, sendo que para cada particdo i se constata uma variagcdo

infinitesimalmente pequena a que se pode sujeitar o angulo 6 (A6;), como mostra a figura

abaixo.

Figura 15 - Particdo i de uma circunferéncia com variagao AG.,.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Consequentemente, em razao de AB;, observa-se na figura a seguir variacoes

igualmente muito pequenas nos eixos x e y.

Figura 16 - Variacdes nos eixos x e y decorrentes de uma variacdo infinitesimalmente pequena
de 6 (A6).

ci=\/ A+ Ay?

Fonte: Elaborado pelo autor.

Pelo fato do traco da circunferéncia (BB’) se assemelhar a uma reta (fig. 16), em
razao da particdo muito pequena do angulo 6, é possivel calcular, por Pitdgoras, a medida do

comprimento da curva (c;) para cada parti¢do i do angulo 6.

—[axF+[ay] ©)

Desta forma, depreende-se que o comprimento total da curva (S) corresponde ao

somatorio dos infinitos ¢; mostrados na Equagdo (9), ou seja:

=" ¢ s c=2 Alax[+(ay] (10)

Sob um outro ponto de vista, estas diminutas variacoes percebidas nos eixos em
razdo da variagdo verificada no angulo 6; correspondem a derivada da curva (S) em cada

coordenada, ou seja:

$ = |[rsen6,,rcosf, - =(rcosf,, -rsend,| = s'=(rcos6,, ~rsenf,Af,
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s'= AB.rcosf.,—A0.rsenb,

AXx;

i

(11)

Ay

Tomando por base a Equacdo (11) é possivel reescrever a Equacdo (10) com as

devidas substituicdes:

c= i:\/(ABircos(-)i)2 +(-A6,rsend,| > c= Zw: \cos?6, + sen’0.-r A,
i=1 =1 —————
1

c =2 rab, (12)
i=1

No limite, quando a variacdo do angulo 6 (A6 tende a zero, pois é

infinitesimalmente pequena, e, lembrando que i tende ao infinito, pois sdo infinitas particdes
que se pode sujeitar o angulo 6, a Equacdo (12) pode ser reescrita como uma integral

(GONGCALVES; FLEMMING, 2000, p. 77), com 8 € [0, 2n], no caso de uma circunferéncia.

27

o) 0 2
CZZrAGiéc:hm ZrAOiéc:frdeéc:rde (13)
0

i=1 46,20 j=1 0

Para fins deste trabalho, onde sera aplicado o comprimento de uma circunferéncia

para um determinado arco de circunferéncia, entre 6, e 6;, segue que:
C...B = rf do (14)

Em andlise dos trabalhos que foram encontrados e que versaram sobre objeto
proximo ao deste estudo, ndo foi constatado uma abordagem especifica no célculo do
comprimento da circunferéncia. Constatou-se que, apds os raios das circunferéncias
concordantes terem sido encontrados para a construcdo dos arcos, 0s autores passaram a

comentar sobre os resultados obtidos e compara-los com o perimetro da elipse.
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2.5 EQUAGAO DA RETA

Para o desenvolvimento deste projeto, percebe-se que alguns elementos
geomeétricos que participam da construcao da falsa elipse demandam uma reta para serem
identificados. Desta forma, esta subsecdo abordara a descricdo da equacdo da reta a partir de
vetores.

Da mesma forma como esclarecido na secdo anterior que abordou o comprimento
do arco de circunferéncia, os trabalhos que tiveram por objeto de estudo semelhante ao tratado
neste projeto ndo se valeram do uso da equacgdo da reta. Em geral, utilizaram outras formas
para encontrar os raios dos arcos de circunferéncia, como: Pitdgoras, Lei dos Cossenos, Lei

dos Senos etc.

2.5.1 Aspectos teoricos da equacao da reta

Seja ii =(a,b| um vetor no plano com origem no ponto O = (xo,yo) e 0 ponto

A= (xl, yl), entdo A = O + Al é a equagdo vetorial da reta em g, de acordo com Fernandes

(2016, p. 88). Logo,

A=0+All =[x,y =(x0,y,|+Ala,b]

X, +Aa =x,

Por combinacao linear, segue que:
Yo+ Ab =y

De onde se alcanca a equacao da reta na forma simétrica (FERNANDES, 2016, p.
89):

A= = (15)
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A partir da Equagdo (15) obtém-se a equacdo angular da reta, que pode ser

encontrada em Leite e Castanheira (2017, p. 35).

Yi= Yo
X1~ Xo

(}’1 - yo) = m(x1 - XO), onde m = (16)

Abordando o assunto de uma maneira que se espera aplicar neste projeto, Santos e
Ferreira (2009, p. 38) comentam que dois pontos distintos definem uma tnica reta que pode
ser determinada pela geometria analitica. Os autores possibilitam encontrar a Equagdo (16),

por meio da seguinte construcao:

Figura 17 - Construcao da reta.

(a) Reta pelos pontos A e B (b) Reta pelos pontos A, Be P

Figura 2.1 Construgdo geométrica para obter a equagdo de uma reta.
Fonte: Santos e Ferreira (2009, p. 38).

Por semelhanca de tridngulos, os autores concluiram que:

E:m . y_yO:yl_yO 17)
AN AM =~ x-—Xx, X —X,

Como a razao Y17 Yo € constante, diga-se m, entdo, a partir da Equacdo (17)
X1~ X

chega-se a Equacao (16).
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2.6 PRODUTO INTERNO EUCLIDIANO

Além da nocdo de reta que foi apresentada para auxiliar na construcdo da falsa
elipse, considera-se oportuno explanar sobre vetores ortogonais e angulos entre vetores, que
serdo Uteis para a identificacdo de outros elementos geométricos de interesse deste projeto.
Sendo assim, ndo obstante a existéncia de outros meios para a realizacdo desta atividade, este

estudo se servira das nogoes do produto interno euclidiano entre vetores.

2.6.1 Aspectos teoricos do produto interno euclidiano

Visando contribuir para o entendimento do assunto, é interessante trazer para este
topico o conhecimento de norma de um vetor.
De acordo com Anton e Rorres (2012, p. 130), a norma de um vetor se refere ao

seu comprimento ou magnitude. Para tanto, considerando um vetor ti=(u,, uy), a norma deste

vetor é representado pelo simbolo ||i||. Algebricamente, supondo que i € R*, a norma é dada

por:
[l = Vuy + u,

Uma defini¢do mais formal é oferecida por Anton e Rorres (2012, p. 131):

Se v=(v,,V,,...,v,) for um vetor em ", entdo a norma de v (também
denominada comprimento ou magnitude de v) é denotada por ||v|| e definida pela
férmula [Grifos no original]

VI =VVi+ vi+ Vit + v
A figura a seguir permite uma visualizacao do conceito de norma de um

determinado vetor i =(u,,u, ).
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Figura 18 - Visualizacdo da norma de um vetor.

05

Fonte: Elaborado pelo autor.

Quanto ao assunto desta secdo, Zahn (2021, p. 211-212) define o produto interno
entre dois vetores da seguinte maneira:

Seja V um espago vetorial. Dizemos que uma aplicagdo (-,-):VxV = R é um
produto interno em V se satisfazer as seguintes propriedades para ii,v,w € V e para
todo A € R tivermos:

() (4,T) =0 e (G,i) =0 < & = 0. (positividade)

(b) (@1, v) = (V,1i). (simetria)

(©(u+v,w)={(ui,w)+(v,w). (bilinearidade)

(d) (Ai1,v) = Aii,v). (bilinearidade)

Como este trabalho esta sendo desenvolvido no plano é importante ressaltar que
9¢R* é um espaco vetorial euclidiano com produto interno, conforme Lipschutz e Lipson (2011,
p. 235). Portanto, o produto interno pode ser denominado de produto interno euclidiano.

Uma aplicacao do produto interno euclidiano para esta pesquisa esta no calculo de
angulos entre vetores e na identificacdo de vetores ortogonais. Para Anton e Rorres (2012, p.
133):

~ 2 3 N ~
Se u e v forem vetores ndo nulos em R° e R e se O for o dngulo entre u e v, entdo o
produto escalar (também denominado produto interno euclidiano de u e v é
denotado por u-v e definido por

u-v=ulll|v][cos 6 (18)

Se u =0 ouv =0, definimos u-v como sendo 0. [Grifos no original]

Uma demonstracdo para a definicdo acima pode ser obtida pela Lei dos Cossenos.
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Inicialmente, tomando os vetores i = (u,,u,), v =(v,,v,) e considerando a

ilustracdo abaixo, para melhor compreensdo, a Lei dos Cossenos pode ser obtida como se
segue (MANETTA, 2011, com adaptagoes).

Figura 19 - Lei dos Cossenos Graficamente.

\\
| 7] N
%

7|l

NESEAE
\

|| 7 -cos@
2 3

N

-1

-2

Fonte: Manetta (http://www.dinamatica.com.br/2011/03/uma-deducao-grafica-da-lei-dos-cossenos.html, com

adaptacdes pelo autor).

A partir da figura (19), nota-se que as areas [1] e [2] correspondem a area do

quadrado de lados ||ti—V||. Disto, segue que:

Area[1+2] = Area[1] + Area[2]
[@ = I =g — V|||l cos & + [l = ¥||[¥]| cos p
Como a Area[1] =||u|* — Area[3] e a Area[2] = ||V||* — Area[4], entdo, fazendo

as devidas substitui¢des na equacdo anterior tem-se que:

[@ — VIF = [|@ = vl cos & + [[& = V||Vl cos 5
Area[1] Area [2]
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1@ =9I = (ulF = [@lll[vlicos 6) + (IVIF~[¥Illlil|cos )
Portanto, a Lei dos Cossenos ¢é dada por:

[ = vIF = ll@lf - 2]lalll[vllcos 0 + |IvIF (19)

Apresentada a Lei dos Cossenos, a Equacao (18) pode ser demonstrada como
encontrada em Cabral (2008), com adaptacdes.

Sejam u,v € R" e § o angulo formado pelos dois vetores. Entdo, pela Lei dos

Cossenos, onde ||t — V|| =||ul]* - 2||i]|[|V||cos 8 + ||V |}, tem-se que:

i - vl = Z (u; - Vi)2
7 =91 = 2w = 22 v+ v/
I = VI =l - 22wy, +[[91F (20)

Igualando o segundo termo da Equacao (19) e da Equacao (20) obtém-se:

@ = 220 w1 = [[Glf = 21[@llV]l cos 6+ [[VIF. Logo,

Z“ivi

vl

cos 0=

ou u-v=|ull[[v| cos8. [ ] (21)
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2.7 AJUSTE DE MINIMOS QUADRADOS

Considerando que a elipse e a falsa elipse sdo estruturas geométricas diferentes, é
esperado que existam diferencas entre os seus comprimentos quando tracadas para
determinados valores de a e b (semieixos).

Desta forma, uma vez que o comprimento aproximado da elipse serd obtido a
partir do comprimento da falsa elipse, é aguardado o desenvolvimento de uma funcao E(a,b)
que minimize a diferenca entre os comprimentos, ou seja, uma fun¢do que descreva o erro de
aproximacdo entre o comprimento da falsa elipse em relacdo ao comprimento da elipse a
partir das varidveis a e b. Para este fim, serd trazido para o estudo o ajuste de minimos

quadrados.

2.7.1 Aspectos teoricos do ajuste de minimos quadrados

Para Anton e Rorres (2012, p. 376), ajustar os pontos de uma relacdo matematica
entre duas variaveis x e y é um problema comum em trabalhos experimentais, tal como ocorre
neste projeto que se pretende comparar os perimetros de uma falsa elipse em relacdo a uma
elipse. Em outras palavras, espera-se encontrar uma diferenca entre os perimetros, variavel
dependente (y), em relacao a variacao verificada entre os eixos menor e maior, variavel
independente x.

A funcdo E(a,b) decorrente do ajustes de minimos quadrados permitira a seguinte

aproximacao:

fla,b|=gla,b| + Ela,b| (22)

Onde, f(a,b) corresponde ao perimetro aproximado da elipse e g(a,b) ao perimetro
da falsa elipse.
A unicidade da solucdo de minimos quadrados é garantida pelo teorema a seguir

(ANTON; RORRES, 2012, p. 378), adaptado para uma equacgao cubica.
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Teorema. (Unicidade da solucdo de minimos quadrados)

Seja (x,, y1),(X2, a),---,[X,, y,Jum conjunto de dois ou mais pontos de dados, ndo
todos numa reta vertical, e sejam

X x5 ox 1 Vi
3

M=|X2 X2 X 14 y=1|Y2
XX x 1 Y,

Entdo existe um tinico ajuste linear de minimos quadrados
3 w0 .
y=ax +bx"+cx+d

aos pontos de dados. Além disso,

é dado pela formula
v = (MTM)ilMTy
que expressa a unicidade da solucio v = v" da equacio normal
M'Mv=M'"y (23)
Do teorema, constata-se a necessidade de que os dados a serem utilizados na
solucdo formem um conjunto de pontos nao todos num reta vertical (ANTON; RORRES,
2012, p. 191). Depreende-se que esta reta vertical seriam os eixos (x,y), que se justifica pelo
fato de ser impossivel identificar uma tnica solucdo se todos os pontos se encontrarem em
situacdo de ortogonalidade. No caso de todos estarem em uma mesma reta, a solucdo é trivial,
v=0.
Para Campos Filho (2018, p. 239-240), o assunto € tratado como uma regressao
polinomial, um caso particular da regressao multipla, pois a variavel resposta y (variavel
dependente) se relaciona apenas com uma variavel explicativa x (variavel independente). A

regressao polinomial apresentada por Campos é expressa pelo seguinte modelo de grau g:

Y(x)=Bo+ Pix+ Box’+... + B, X"+ € (24)

Sendo que ¢ se refere ao erro e os coeficientes /3; sdo encontrados pela seguinte

operacao entre matrizes:
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DX TED I RS WO NPT I DA
in ZX:Z ZX? ZX?H B in)’i
Y Sk Ta o Tel sl =[S, @)

IRED YD I Rl B DI
szi in Xi Xio ]k 9 | & Xi i

Ressalta-se que a Equacgdo (25) e a Equacao (23) sdo iguais, apenas escritas (ou
obtidas) de uma forma diferente. Veja-se:

A Equacao (23) foi desenvolvida considerando que a constante d esta ao final da
equacao polinomial, enquanto que na Equacdo (25) a constante /S, que corresponde a
constante d, localiza-se no inicio da equagdo. Desta forma, considerando um polindmio de

grau g, a matriz M sera reescrita como:

P 1 1 1
1 x, x; - Xx{ d

2 X X n
1 x, x5 = x| .. < aqT a

M=\, "2 2 2|, cuja transposta é M~ = xf xi Xi ev=ip |
: Do : c
1 x, x xJ
n n x$ X5 x?
] |

Tomando o termo ap6s a igualdade da Equagdo (25), tem-se que:

2V 11 1

inyi Xl X2 e Xn yl .
Soaiv| TG )l = My
IR I ]

Portanto, por M y as Equacdes (23) e (25) podem ser igualadas.

DX D I T P
T )IRTD IS SIS S B
MMy = (S S S Saeln

: g : g+l : g+2 : 29 /3’
szi DIEAREDIPS x| P,




X >
o DS ST

= /))Z,entaoMMz ZX_Z ZX_B fot :ZX
))

: . g ' g+l . g+2
. -ﬁg- in in in

Comov =

O S Q Q

e ’_‘m
M
>

De fato, pois:

n | 2
R : D D I Y
1 x, x; - xJ ! ! ’
X X cee X 1 1 1 2 3 g+l
1 2 n 2 g Xl Xl Xl M Xl
™ = |,2 2 211 x, x5 o Xy = 2 3 4 g+2
M Xp Xy oo Xl T in in in in

P : L s O

+1 +2 2
XX oox " SR DIEADIE D I D JEy
L] u "

Disto se demonstra que as Equacdes (23) e (25) sdo iguais, embora escritas de
forma diferente.

Um ponto interessante abordado por Campos Filho (2018, p. 247-248) se refere a
escolha do modelo a ser utilizado para a regressao polinomial. Para tanto, o autor propde dois
critérios: “... o quadrado médio residual s’ (oriundo da ANOVA) e o critério de informagéo
de Akaike de segunda ordem AIC..”.

O quadrado médio residual é dado pela seguinte equacao:

52=S(b0,b1,b2,--~:bp—l) (26)
n—p

Onde, n é o namero de pontos, p a quantidade de parametros do modelo e S € a

soma dos quadrados residuais, dado por:

S(by, by, by, ..., bp—l) = Z (y; = yi)z = Z (yi = by — bix;;—...— bp—1xi,p—1)2 (27)

Considerando a aplicagdo do critério em um modelo com apenas uma variavel
dependente (x), p = g+1, onde g é o grau do polindémio e 1 representa a constante do modelo.
Para o critério de informacdo de Akaike, aplicavel nos casos onde n/p < 40, segue

a equacao abaixo:
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S(bOJ bls bZ; LERE} bpfl)

AIC. =nl +2p| —1— 28
c = nlog, . P\ = 1 (28)
Caso n/p > 40, entdo o fator da Equacao (28) * =1.

Ao se submeter diversos modelos aos critérios, o melhor modelo serd identificado
por apresentar os menores valores de s e AIC..
No tocante a este projeto, observa-se que os dois critérios apresentados serdo uteis

para a escolha do melhor modelo que descrevera a fungao de erro E(a,b), Equacdo (22).

2.7.2 Os ajustes adotados no contexto de outras pesquisas

Dos trabalhos encontrados, observou-se que os autores adotaram metodologias
diferentes para o ajuste da falsa elipse em relagdo a elipse, sendo que em alguns casos
constatou-se que nao houve ajuste.

No trabalho publicado por Qian (2011, p. 260-262) e por Qian e Qian (2001, p.
255-269) constatou-se que os autores calcularam o erro entre a elipse e a falsa elipse
analiticamente por meio de arcos auxiliares (e; e e;) relacionados a cada arco de
circunferéncia. Com base nos arcos auxiliares foram encontrados &; e €, que representam 0s
erros identificados entre a elipse e o arco de circunferéncia menor e o arco de circunferéncia
maior, respectivamente. Neste processo de ajuste, Qian (2011, p. 262) destaca que enquanto e;

se parece COmMO Um MoOITo, e, se assemelha a um vale.

Proposition 1. In the first quadrant, the e; distribution looks like a hill, while e,
distribution looks like a valley. e; increases from O to & when ¢ varies from 0 to t;,
and decreases when t varies from t; to /2. e, decreases to &, < 0 when ¢ varies from

0 to t,, and increases to 0 when t varies from t, to /2.

Entendendo a proposicao de Qian, ela se refere ao fato de que o arco auxiliar
relacionado ao arco de circunferéncia maior “passa” por baixo do traco da elipse (vale)
enquanto o arco auxiliar referente ao arco de circunferéncia menor situa-se acima do trago da
elipse (morro).

No trabalho publicado por Rosin (1999, p. 277), o autor comenta sobre a
dificuldade de se minimizar o erro entre a falsa elipse e a elipse de forma analitica. Desta

forma, propde uma solu¢do numérica complexa a partir de dados obtidos da aproximacdo de



45

pontos da falsa elipse e a elipse. Um detalhe bastante importante é apresentado pelo autor
neste processo de minimizagdo do erro (ROSIN, 1999, p. 278): “In fact, on performing the
minimisation we found the optimum error occurs when the two arcs have tangent continuity.”.
Portanto, uma falsa elipse construida com arcos unidos por um ponto de concordancia
apresentam uma melhor aproximacao da elipse.

Rosin (2001, p. 20) ao estudar uma falsa elipse de 5 centros (3 arcos de
circunferéncia) encontrou uma melhor aproximacao do perimetro da elipse por meio de uma
estimativa numérica para a variavel r, (raio de um dos arcos) expressa por meio dos outros
dois raios r; e r;(encontrados analiticamente): “So far we have considered several possibilities
from the literature for selecting the radius for A,. Alternatively, in an attemp to improve the
approximation, we can numerically estimate the optimal value for r..”. Aparentemente, a
solucdo de Rosin ndo abordou explicitamente nenhum ajuste, exceto pelo fato de r, ter sido

encontrado por meio de uma estimativa numeérica a partir de r; e 1s.

2.8 NOCAO DE FUNCOES E O COEFICIENTE DE DETERMINACAO

Considerando o emprego do ajuste de minimos quadrados neste trabalho, aborda-
se neste topico alguns aspectos relacionados as func¢ées, bem como se apresenta o coeficiente
de determinacdo a ser utilizado como instrumento para avaliar o quanto uma funcgao, ajustada
pelos minimos quadrados, consegue explicar a relacao entre as variaveis x e y.

Como visto na subsecao anterior, que tratou do ajuste de minimos quadrados,
observou-se a utilizagdo da fungdo polinomial como exemplo de aplicacdo. Todavia, a funcdo
a ser utilizada, cujos coeficientes serdo determinados pelo ajuste de minimos quadrados, pode
ser uma funcdo logaritmica, exponencial ou outra.

Portanto, nesta subsecao, pretende-se apresentar algumas funcdes que podem ser
analisadas para fins de ajuste dos minimos quadrados, bem como o coeficiente de

determinacdo como ferramenta de avaliagdo, como explicado no paragrafo inicial.
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2.8.1 Aspectos tedricos da nocao de fungdes e do coeficiente de determinacao

De acordo com Demana et al. (2008, p. 61) “Uma fun¢do de um conjunto A em
um conjunto B é uma lei que associa para todo elemento em A um tnico elemento em B.”.

De uma forma mais sucinta, Petroli (2020, p. 61) diz que “O conceito de fungao
refere-se essencialmente a correspondéncia entre conjuntos”.

Demana et al. (2008, p. 85, 95, 127, 143 e 163) apresentam alguns tipos de
funcdes: polinomial, poténcia, exponencial, logaritmica e composta, sendo que Molter et al.
(2020, p. 109-191) se preocupam com as funcdes trigonométricas.

Abaixo sdo apresentadas algumas funcdes, genéricas, passiveis de serem
analisadas neste trabalho, sendo que A e B sdo os coeficientes a serem encontrados por meio
do ajuste de minimos quadrados.

(i) Funcao Polinomial:

F(x)=Ax+B (29)

(iii) Funcao Exponencial:
F(x)=Ae*+B (30)

(iv) Funcdo Logaritmica:
F(x)=Aln(x)+B (31)

(v) Fungdo Trigonométrica (Seno):
F(x)=Asen(x)+B (32)

As funcdes relacionadas anteriormente ainda podem ser apresentadas com
variacoes. Por exemplo, uma funcdo polinomial pode ser dada como de primeiro grau,
segundo grau ou de uma ordem mais elevada.

(i) Funcao polinomial de primeiro grau:
F(x)=Ax+B (33)

(ii) Fungao polinomial de segundo grau:
F(x)=Ax’+Bx+C (34)

(iii) Funcao polinomial de grau/ordem mais elevado (5% ordem, por exemplo):
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F(x)=AxX’+Bx*+Cx’+ DxX’+Ex +F (35)

Para o presente estudo, o que se busca é uma funcdo que apresente o melhor
ajustamento entre as variaveis x e y. Isto posto, espera-se que a fungdo procurada relacione
valores da varidvel x ao maior ntimero de valores da variavel y ou a valores muito proximos
da variavel y. Com base nisto, presume-se, portanto, que nao existe uma tnica fun¢do capaz
de ajustar a relacdo entre as variaveis x e y, contudo, algumas funcdes conseguem fazé-la de
forma mais eficiente do que outras.

Diante das inumeras funcdes que podem ser examinadas, bem como suas
variacoes e combinacoes, estas podem ser avaliadas em relacdo ao melhor ajustamento entre
as variaveis x e y, dentre outras maneiras, por meio do coeficiente de determinacao — R2.

O R?, segundo Costa Neto (2018, p. 199), é um “indicativo de quanto a reta de
regressao fica bem determinada em funcdo da correlacdo entre os pontos experimentais,
dizendo respeito, portanto, a qualidade da regressao.”. De acordo com Campos Filho (2018, p.

233), o R? para uma determinada relacdo x e y é encontrado pela seguinte equacao:

2 SQReg

~ SQTot (36)

Onde:

n

SQReg = Soma de quadrados devido a regressao = Z (y,—¥)*. Sendo y o valor predito de y; e

i=1
n
Z Yi
i=1

n

SQTot = Soma de quadrados total = Y_ (y,—y ).

i=1

y a média dos valores de y;, dado por y:%

Campos Filho (2018, p. 233) esclarece que 0<R’<1 e quanto mais préximo R2

for da unidade, melhor serda o ajuste.
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3 DELIMITACAO METODOLOGICA

Nesta terceira parte do projeto serdo discutidos os aspectos relacionados ao tipo de

pesquisa, amostragem e coleta de dados.

3.1 TIPO DA PESQUISA

Marconi e Lakatos (2021, p. 120), ao discutirem o método de abordagem da
pesquisa, afirmam que no método de abordagem indutiva os fendmenos caminham “[...]
geralmente para planos cada vez mais abrangentes, indo das constatagOes mais particulares as
leis e teorias (conexdo ascendente).”. Desta forma, verifica-se que este projeto tem uma
abordagem indutiva, pois inicia-se pela identificacdo dos elementos geométricos do desenho
da falsa elipse até alcangar o calculo do seu perimetro e, posteriormente, ap6s encontrar uma
funcdo de ajuste para o perimetro da elipse, chegar ao objetivo geral que é formular uma
equacdo para o perimetro da elipse baseada no perimetro da falsa elipse e na funcdo de ajuste.
Ou seja, constata-se que o estudo evolui do especifico para o geral.

Para Gil (2020, p. 25) a pesquisa ainda pode ser classificada quanto a sua
finalidade. Neste aspecto, o autor afirma que uma pesquisa bésica pura tem por objetivo a
producdo de novos conhecimentos, mas “[...] sem qualquer preocupacao com seus possiveis
beneficios.”, como se observa neste trabalho, visto que a metodologia a ser desenvolvida é de
ampla aplicagdo sem um destinatario especifico.

Este estudo também se encontra inserido como uma pesquisa de propdsito
exploratdrio, uma vez que tem por finalidade “[...] proporcionar maior familiaridade com o
problema, com vistas a torna-lo mais explicito ou a construir hipoteses.” (GIL, 2020, p. 26)

Por fim, esta pesquisa pode ser classificada quanto ao seu delineamento (GIL,
2020, p. 27). Sob esta categorizacao, este estudo se enquadra como sendo uma pesquisa do
tipo bibliogréfica, pois sera desenvolvida com base em uma literatura ja publicada, tanto para
identificar os elementos geométricos da falsa elipse quanto para encontrar a equagao

objetivando calcular o perimetro da elipse.
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3.2 POPULACAO E PROCESSO DE AMOSTRAGEM

Para o estudo, ao se analisar o perimetro da elipse percebe-se a impossibilidade de
coletar os dados de todas as elipses passiveis de serem construidas, pois sao infinitas. Desta
forma, pretende-se coletar os dados de algumas elipses, por amostragem, a partir dos

seguintes parametros (medidas em metros):

Tabela 1 - Parametros para amostragem de perimetros de elipses.

Eixo maior [a] (m) Distancia do foco da eli(ll)l:;e a partir da origem [c]
0,45 0,10
0,45 0,20
0,45 0,25
0,45 0,30
0,45 0,33
0,45 0,36
0,45 0,39
0,45 0,42

Fonte: Elaborado pelo autor.

Além das medidas apresentadas na tabela acima, é possivel que outras sejam
coletadas durante a etapa de analise.

Pretende-se com este processo de amostragem obter dados de elipses de diferentes
excentricidades. Na medida em que a distancia do foco em relacdo a origem (c) se aproxima
do valor do semieixo maior (a), considerou-se prudente coletar mais amostras do perimetro da
elipse, pois espera-se encontrar nestas regides as maiores diferencas entre a elipse e a falsa

elipse.
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3.3 COLETA DE DADOS

Para o desenvolvimento deste projeto, diferentemente da forma observada em
outros trabalhos que foram consultados, a medicao do perimetro da elipse sera feita por meio
de curvas tracadas em placa de isopor e ndo com o uso de equagdes matematicas de forma
analitica ou por métodos numéricos, pois uma das justificativas deste trabalho reside na
aproximacdo da matematica com o mundo real.

Em sentido semelhante, esta conduta se aproxima da justificativa maior deste

trabalho que é demonstrar uma metodologia para medir o perimetro de objetos reais.

3.3.1 Instrumentos para a coleta de dados

Para a coleta dos dados serdao utilizados alguns materiais para tracar elipses de
varias excentricidades sobre uma placa de isopor a partir da qual serdo tomadas as medidas de
perimetro. A metodologia a ser aplicada pode ser encontrada no trabalho de Moreira (2017, p.

37), sendo que a figura abaixo ilustra a técnica a ser empregada para o desenho das elipses.

Figura 20 - Técnica a ser utilizada para o desenho da elipse.

Fonte: Moreira (2017, p. 37).

Para produzir o desenho, entende-se que os seguintes materiais serdao suficientes:

a) placa de isopor medindo 1,00 m X 0,50 m; b) fio ndo elastico, flexivel e ultrafino; c)
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tesoura; d) percevejos; e) fita adesiva; f) caneta hidrografica ou similar; g) estilete; h) fita

meétrica; i) cortador de isopor; e j)régua e esquadro.

3.3.2 Procedimentos para a coleta de dados

Considerando que uma elipse é formada por arcos simétricos nos quatro
quadrantes, conforme visto na revisdo bibliografica, sera desenhada a elipse apenas em
relacdo a um dos quadrantes, mantendo-se constante o eixo maior (a) e variando a distancia
focal da elipse (c). Disto serdo obtidos arcos de elipses de excentricidades variadas e,
consequentemente, diferentes perimetros para cada valor atribuido ao foco.

A figura abaixo mostra como os arcos das elipses estardo disposto apos serem

tracados sobre uma placa de isopor.

Figura 21 - Arcos de elipses com excentricidades variadas.

L

Fonte: Elaborado pelo autor.

Concluido o desenho no isopor, os arcos das elipses serdo cortados para que

possam ser medidos.
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3.4 TRATAMENTO DOS DADOS

As medidas a serem coletadas serdao registradas na tabela a seguir, considerando

0s parémetros de amostragem apresentados anteriormente.

Tabela 2 - Amostras de perimetros de elipses.

a c Perimetro no quadrante

(m) (m) (m)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Apos a coleta dos dados, os perimetros medidos a partir do desenho serdo
comparados com o perimetro da falsa elipse a partir da equacdo a ser encontrada no contexto
da analise deste trabalho.

Do resultado da comparacdao, espera-se identificar diferencas entre os
comprimentos das elipses medidas fisicamente no isopor e das falsas elipses, encontradas
algebricamente. Estas diferencas servirdo de base para a formulacao de uma funcao de ajuste
dos erros a ser obtida por meio do ajuste de minimos quadrados.

A escolha do ajuste de minimos quadrados se justifica pelo interesse em explorar
conceitos da algebra linear na solugdo do problema a ser pesquisado.

Por derradeiro, a equacao do perimetro da falsa elipse somada a funcao de ajuste

dos erros dardo origem a equacao do perimetro aproximado da elipse.
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4 APRESENTACAO E DISCUSSAO DOS RESULTADOS

Esta secdo sera subdividida em duas partes, sendo a primeira responsavel pela
apresentacdo propriamente dita, que, em suma, tratara da solugdo do problema proposto para
esta pesquisa, e a segunda que discutird os resultados encontrados na primeira parte. Isto
permitird uma melhor organizacao do contetido facilitando sua compreensao.

Nos topicos em que forem abordados valores, adotou-se o arredondamento de 4
casas decimais, com excecdo dos coeficientes da funcdo de ajuste dos erros que utilizou 5
casas decimais para um melhor desempenho.

Antes de prosseguir, para evitar equivocos, esclarece-se que esta secdo tratara de
dois tipos de desenhos, sendo um referente ao desenho da “falsa elipse”, feito com o uso do
software Geogebra, detalhado no Apéndice A, e o outro relacionado ao desenho da “elipse”,

realizado manualmente sobre uma placa de isopor.

4.1 APRESENTACAO

Para dar inicio a apresentacdo dos resultados, procedeu-se ao desenho da falsa
elipse em relacdo ao primeiro quadrante, visto que esta forma geométrica é simétrica nos
quatro quadrantes, conforme apresentado na revisao bibliogréafica.

Das construcoes das falsas elipses encontradas na literatura, mostradas na revisao
bibliografica, adotou-se para este trabalho o método da falsa elipse com 4 centros apresentada
por Pastana (2006, p. 44), que é tradicionalmente conhecida e utilizada em estudos
relacionados ao tema. Além do mais, esta concep¢ao da falsa elipse parte do pressuposto que
0s eixos maior e menor sdo conhecidos e, portanto, determinam a construcao da figura que é
de interesse deste projeto. Nao obstante, nota-se que o desenho das falsas elipses de 4 centros
que foram vistas sdo bastantes parecidas, de modo que, salvo melhor juizo, a escolha de um
método ou outro ndo trara prejuizo para o alcance do objetivo proposto para este trabalho.

Para a construcdo da falsa elipse escolhida, serviu de contribuicdao o conteido do

tipo multimidia disponibilizado por Reis (2020).
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4.1.1 Desenho do primeiro quadrante da falsa elipse por meio do software Geogebra

Conforme comentado anteriormente, adotou-se para o desenvolvimento deste
trabalho a falsa elipse tradicional de 4 centros (ou arcos) como visto em Qian e Qian (2001, p.
3), Qian (2011, p. 257-269) e Pastana (2006, p. 44).

O desenho foi realizado com o auxilio do software Geogebra e esta apresentado,
detalhadamente, no Apéndice A.

Para facilitar as demais etapas deste tépico, o desenho foi separado por “passos”
que indicam, sequencialmente, como cada elemento geométrico foi desenhado. Esta separagao
em “passos” visa auxiliar a identificacdo de cada elemento e, por conseguinte, sua traducao

para uma linguagem matematica que sera realizada em topicos subsequentes.

4.1.2 Identificacao dos elementos geométricos da falsa elipse

No decorrer da apresentacdo e da discussao dos resultados, sera utilizada a

~ 2 2 2 e . . ~
equacdo ¢ =a —b, que se deduz por Pitagoras da figura(6), e a seguinte funcdo
simplificadora que auxiliard na elaboracdo dos calculos e contribuira para uma melhor

disposicao visual das equacoes:

1
A(a,b):ﬁ (37)
a+b

Salienta-se que o desenvolvimento matematico desta secao esta baseada no
conteido da secdo que tratou da revisdo bibliografica. Portanto, os conceitos e definicoes
iniciais ndo serao abordados novamente.

A falsa elipse foi construida tomando-se como eixo maior o segmento de reta AB
e o eixo menor o segmento de reta CD, sendo que o eixo maior e o eixo menor tém por
comprimento, respectivamente, 2a e 2b, ¥V a,b € R | a>=b>0. Portanto, considerando o
ponto O como o centro da falsa elipse, os semieixos maior e menor correspondem aos

comprimentos a e b, respectivamente.
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Frisa-se para o fato de que b>0, pois se b for igual a zero, duas situacdes
ocorrem: (1) caso a > b, entdo deixa-se de existir uma elipse e obtém-se uma reta (ou

segmento de reta, se a for uma constante); e (2) caso a = b, entao surge um ponto.

4.1.2.1 Segmento de reta CB (Passo 1)

Observando o Passo 1 do Apéndice A, além da identificacdo dos eixos, foi tragado
o segmento de reta CB, representado pela equagdo a seguir:

Sejam os pontos B=(a,0) e C=(0,b) e m = % a inclinacdo do segmento de

reta CB, entdo:

(y = yo)=m(x —x,) = y=—b—;+b, VxeR|0<x<a.

CB=|x,-24b|, Vxen|0<x<a (38)
a

4.1.2.2 Ponto P (Passo 2)

O passo seguinte se refere a identificacao do ponto P, originado da interseccdao do
segmento de reta CB e a circunferéncia com centro em C = (0, b) e raio (a — b).

Tomando-se a equagdo geral da circunferéncia, tem-se que:
(x=x)+(y=y)=r" = y=Vla-bJ—x+b

P=(x,V(a—bf—x+b), Vxe R|0<x<a. (39)
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O ponto P, Equagdo (39), foi dado em funcdo de a, b e x. Contudo, desejou-se
encontrar este ponto apenas em funcdo de a e b. Desta forma, os proximos calculos tém por
objetivo descrever este ponto por meio destas duas variaveis.

A interseccdo entre o segmento de reta CB, Equagdo (38), e o ponto P, Equacdo

(39), pode ser encontrada para um mesmo valor de y, entdo:

—B+b= (a—b)—x"+b = x=aila—-b) (40)
a

Para encontrar o valor de y, a varidvel x da Equacdo (38) foi substituida pela

variavel x da Equacao (40):

y:—%+b = y=b[1-A(a—b)] (41)

Assim sendo, encontrou-se o ponto P em funcgao de a e b, que é dado por:

P=(aila-b), b[1—Ala—b)]] (42)

4.1.2.3 Ponto K (Passo 3)

Na sequéncia, tem-se o ponto K, caracterizado por ser o ponto médio entre 0s
pontos P e B e identificado, portanto, pela média aritmética entre as coordenadas dos pontos

conhecidos, P e B. Desta forma:

P +B P +B
X x Ty y

2 2

aAla—b)+a b[1—A(a—b)|+0
2 2

K= 43)

2

a[1+ Ala—b)] b[1— Ala- b)})
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4.1.2.4 Vetores u e w (Passo 4)

O ponto T, que sera identificado no préximo passo, situa-se perpendicularmente
ao segmento de reta CB e para encontra-lo foram utilizados os conhecimentos da algebra
linear no que se refere ao produto interno euclidiano entre vetores, conforme apresentado na
revisdo bibliografica.

Assim sendo, considerou-se que w = (x,y)e i =(a, —b), sendo U o vetor
paralelo ao segmento de reta CB, convenientemente direcionado para baixo, e w o vetor
perpendicular ao vetor u, a partir do qual sera encontrado o ponto T.

Como os vetores sdo ortogonais, entdo, 6, o angulo formado entre os vetores, sera
de 90°.

A partir da Equacdo (18), segue que:

wei=(w,0) = [[w|fillcos6 = ((x,y).,(a,=b))=|W|-]il-cos 90°

ax —by=0 = y:a?x (44)
Logo, w é dado por:
w = x,% =X 1,%),VX€5R|X>O (45)

4.1.2.5 Ponto T (Passo 5)

O ponto T é encontrado a partir do vetor w, com origem no ponto K. Para tanto,
foi atribuido o valor do semieixo b a varidvel x do vetor w de modo que o ponto T foi achado

nas seguintes coordenadas:
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T=K+w = T= +b, +a (46)

4.1.2.6 Retare os pontos Ue W (Passo 6)

Identificados os pontos T e K, o passo seguinte foi identificar a reta r que passa
pelos referidos pontos visando identificar nos proximos passos os pontos U e W.

Neste momento, considerou-se oportuno relembrar o fato de que dois arcos de
circunferéncia sdo concordantes quando o ponto de concordancia (ou seja, o ponto de ligacao
entre os dois arcos) apresenta a mesma tangente. Para tanto, como visto na revisdo
bibliografica, impende que os centros dos raios dos arcos de circunferéncia estejam em uma
mesma reta (portanto, que sejam colineares). Isto posto, explica-se, sumariamente, a
construcdo da reta r e a identificacdo dos pontos U e W (centros dos arcos das circunferéncias)
que pertencem a esta reta.

Como visto, a equagdo geral da reta é dada por (y — y,) = m(x — x,), sendo m a
sua inclinacao.

Tomando-se os pontos K e T, entdo m é dado por:

(b[l ~Aa=b)] | [b[t—4(a-b)
— 2
m:Ay:Ty Ky: 2 :2 (47)
Ax T, ,—K, a[1+/1(a—b)]+b B a[1+)L(a—b)]) b
2 2
Entdo, considerando as coordenadas de K, T e o valor de m, tem-se que:
(y_}’o):m(x_xo)
_bl1-Ala=b)[|_a X_a[1+)t(a—b)]
Y 2 b 2
_ _lja=-b, -
y AR +c"—2ax (48)




59

Por conseguinte, a reta r pode ser descrita da seguinte forma:

1
2b

a—b>b
A

r={x,— +c’—2ax||, VxeR (49)

O ponto U corresponde a interseccdo da reta r e o eixo x, ou seja, U € r | U ,=0.

Por consequéncia, tomando a Equacdo (49) e fazendo y = 0:

_lja-b
2bl A

2
0= +c"—2ax| > x=—

(50)

Tem-se, portanto, as coordenadas do ponto U, centro do arco de circunferéncia

com raio medido no eixo x (vide Passo 8, do Apéndice A):

1
2a

a—»>b 2

U = 7 +C

; 0) (51)

O ponto W, por sua vez, se encontra no eixo y, ou seja, W € r | W, = 0. Desta

forma, tomando-se a Equacdo (48) e fazendo x = 0:

y——z—lba;b+cz—20x
1|a—b
Y= * ’ (52)

Tem-se, portanto, as coordenadas do ponto W, centro do arco de circunferéncia

com raio medido no eixo y (vide Passo 8, do Apéndice A):

(53)
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4.1.2.7 Angulos @ e 3 (Passo 7)

Para mensurar o angulo «, formado pelo eixo x e a reta r, valeu-se, novamente, do
conceito de produto interno euclidiano entre vetores, da algebra linear. Para tanto, foi definido
o vetor V, situado no eixo x a partir da origem e com comprimento a, ou seja, v = (a , O).

Como o dngulo a é o mesmo encontrado entre os vetores w e v, pois w é paralelo

a reta r, tem-se que:

G, o) = Wl Pllcos e = (|x, % @, 0) =+ %V cosa
a = arccos(Ab) (54)
Como o angulo f é complementar ao angulo «, entdo:
p=y -~ (55)

Uma vez que os elementos geométricos foram devidamente identificados e
traduzidos para uma linguagem matematica, o tépico seguinte tratard de como foi encontrado

o comprimento da falsa elipse.

4.1.3 Calculo do comprimento da falsa elipse

Nesta parte, mostra-se como foi calculado o comprimento da falsa elipse
considerando os arcos de circunferéncia que foram identificados anteriormente, quais sejam:

(1) o arco de circunferéncia com angulo 4. centro em W e raio (b + W, y}|); e (2) o arco de

circunferéncia de angulo @ . centro em U e raio (a—Uj,).
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Ao final, sera apresentado a equacao para toda a falsa elipse, pois os arcos foram
encontrados levando-se em consideracdo apenas o primeiro quadrante que representa % do

comprimento total da figura.
4.1.3.1 Comprimento do arco de circunferéncia com centro em W (Passo 8)

Observando o Passo 8, no Apéndice A, nota-se que se formaram dois arcos de
circunferéncia concordantes, sendo um com centro em W e outro com centro em U. Neste
topico sera tratado o comprimento do arco com centro em W, denominado, doravante, de c;.

Aplicando a Equacdo (14) ao arco de circunferéncia de interesse, onde

r=b+ |W[ y]| € o raio da circunferéncia e 8 o angulo do arco, tem-se que c, é dado por:

B
c,=(b+|wy))[de (56)

0

Desenvolvendo a Equacdao (56), obtém-se o comprimento do arco de

circunferéncia em funcao de a e b:

c,=(b+ W,

B
)f d6 = c,=(b+ |W[y}|)'9‘§ = ¢, =(b+|wW,)B
0

€, = (ZE — a)-(b + W)

1
2b

a—b+ 2}

clz[zl—arccos(ib)}'[b+ ‘— T

] (57)

Por definicdo deste trabalho a > b > 0, portanto, a Equacdo (57) pode ser reescrita
da seguinte forma, extraindo-se o valor absoluto presente no segundo fator da expressao e

aplicando algumas simplificacdes:
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1
2b A’

c, = ZE — arccos()tb)H [1+ A(a—b)] (58)

4.1.3.2 Comprimento do arco de circunferéncia com centro em U (Passo 8)

A metodologia para o calculo do comprimento do arco de circunferéncia com
centro em U, denominado de c,, é a mesma aplicada no calculo do arco de circunferéncia com
centro em W. Deste modo, resta apenas o calculo propriamente dito a partir da Equacao (14),

considerando o dngulo 6 € [0, ] e o raio r = (a — U):

a

c,=(a- U[x})'f do (59)

0

Desenvolvendo a Equagdo (59), obtém-se o comprimento do arco de

circunferéncia pretendido em funcdo de a e b:

c,=(a- U[x])'f do = c,=(a- U[x})‘g b = ¢ =(a- U[x])a
0

— _ _ | 1la=-b >
c,=ala=U,) » c,=arccos(Ab)-|a VIR
c, = arccos(Ab): 1 -[1— A(a—b)] (60)
2aA

4.1.3.3 Equacdo do comprimento da falsa elipse: g(a,b)

A equagdo do comprimento da falsa elipse para o primeiro quadrante (c,,) foi
obtido por meio da simples soma dos comprimentos dos arcos c, e ¢, apresentados na

Equacao (58) e na Equacao (60), respectivamente.
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C1Q=C1 +cC,

1 1
c =l—arcc05/1b}-—1+)ta—b + arccos(Ab)- 1—Ala—0>b
=[5 ~arcost 20| sl la ) s arecos( )| Lol 2o )
Cio= 1 - ma[1+ A(a— b)]+2arccos(Ab)[—a+b— Ac’] (61)
4ab A

Como a Equacao (61) resulta no comprimento da falsa elipse apenas referente ao
primeiro quadrante, faz-se necessario a multiplicacdo da referida equacdo por 4 para obter a
equacdo para o comprimento total da falsa elipse que serd dada pela funcao g(a,b), conforme

definido na Equagdo (22):

gla,b)=4-c,q

gla,b) = {na[1+/1(a—b)]+2arccos()tb)[—a+b—/'ch]} (62)

ab A’

Uma vez encontrada a equacao do comprimento da falsa elipse, na subsecdo a
seguir sera feita a comparacao entre a Equacdao (62) e o comprimento de uma elipse
desenhada sobre uma placa de isopor.

Esta comparacdo, contudo, ndo decorre do acaso, pois se justifica na medida em
que os erros a serem identificados servirdao de base para encontrar a funcao que os descreva e
favoreca o aperfeicoamento da Equacdo (62), aproximando-a do comprimento da elipse

desenhada sobre o isopor.

4.1.4 Comparacao entre o comprimento da elipse e da falsa elipse

Para realizar a comparacdo entre os comprimentos da elipse e da falsa elipse,
procedeu-se ao desenho da elipse sobre uma placa de isopor para a tomada das suas medidas,

conforme definido na delimitacdo metodol6gica deste trabalho.
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4.1.4.1 O desenho da elipse sobre a placa de isopor

O desenho da elipse foi realizado sobre uma placa de isopor medindo
1,000X0,500X0,015m para que fosse possivel tomar a medida do seu comprimento, sendo
que a técnica utilizada para o desenho refere-se aquela mostrada na figura (20), com pequenas
adaptacdes para se conseguir um tragco mais refinado.

Para uma melhor organizacdao e apresentacdo do trabalho, optou-se por discutir
alguns detalhes do desenho da elipse na subsecdo que foi reservada para esta finalidade
(Discussao dos resultados).

Continuando, a imagem a seguir mostra 0 momento em que algumas elipses foram

tracadas.

Figura 22 - Desenho de algumas elipses sobre uma placa de isopor.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Apo6s a conclusdao dos desenhos das elipses, passou-se para a etapa de corte do
isopor e medicdo do comprimento das elipses no primeiro quadrante (coleta dos dados), cujos

resultados serdo apresentados na proxima subsecao.
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4.1.4.2 Coleta e comparacdo dos dados

Para realizar o corte das elipses no isopor utilizou-se um estilete que se mostrou
bastante eficiente e preciso, ndo sendo necessario o uso de um cortador de isopor de fio de ago
aquecido, que poderia deformar o material ao corta-lo.

As imagens abaixo mostram momentos do corte e da medigdo.

Figura 23 - Corte das elipses.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 24 - Medicao do comprimento das elipses em relagdo ao primeiro quadrante.

Fonte: Elaborado pelo autor.

A tarefa de medicao poderia ter sido feita tomando-se os dois quadrantes, visto
que ja tinham sido desenhados. Contudo, em razdo da extensdo a ser medida e sem o auxilio
de uma outra pessoa, optou-se por medir apenas o primeiro quadrante para ndo incorrer em
erros que se propagariam em todos os calculos porvir.

Para a medi¢do do comprimento da elipse foi utilizada uma fita métrica na escala
de centimetros, como se pode observar na figura (24), que, apés ser estendida sobre o isopor,
foi esticada (sem exageros) minimizando pequenas imperfei¢des do corte ao promover uma
suave uniformidade na superficie medida.

Embora a fita métrica permitisse a medicdo com exatiddo até a terceira casa
decimal, na unidade de metro, algumas medidas coletadas alcancaram até 4 casas decimais.
Estes casos se referem as situacdes onde o ponto medido se situou entre um milimetro e o
milimetro seguinte. Desta forma, adicionou-se, visando uma melhor aproximacao, o valor de
0,5 mm a medida inferior mais préxima. Exemplificando, se a medig¢do apontou para um valor
entre 0,706 m e 0,707 m, adotou-se o valor de 0,7065 m.

A imagem a seguir mostra o resultado do corte das primeiras 12 elipses.
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Figura 25 - Montagem das elipses que foram cortadas.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Na medida em que o isopor foi cortado, ou seja, para cada elipse, foram feitas as
medicOes: (i) do comprimento da elipse; (ii) da distancia efetiva do foco (c); e (iii) do
semieixo menor (b).

Ndo obstante o fato dos valores de c e b terem sido definidos previamente (no
momento do desenho), notou-se, pelo fato da atividade ser realizada manualmente, que estas
medidas sofreram pequenas variacoes (em milimetros) ensejando a coleta dos seus efetivos

valores com a mesma metodologia empregada na medicdo com a fita métrica.

Tabela 3 - Coleta do comprimento das elipses (valores medidos manualmente).

(Continua)
: ,, : Compriment
(m) (m) (m) (m)
0,4500 0,4500 0,0000 0,7070
0,4500 0,4390 0,0990 0,6980
0,4500 0,4025 0,2010 0,6695
0,4500 0,3735 0,2510 0,6475
0,4500 0,3350 0,3005 0,6195
0,4500 0,3060 0,3300 0,5980
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(Continuacao)
a : : Compriment
(m) (m) (m) (m)
0,4500 0,2700 0,3600 0,5740
0,4500 0,2405 0,3805 0,5550
0,4500 0,2060 0,4000 0,5335
0,4500 0,1615 0,4200 0,5080
0,4500 0,1325 0,4300 0,4925
0,4500 0,0940 0,4400 0,4760
0,4500 0,0675 0,4450 0,4660

Fonte: Elaborado pelo autor.

Os valores da Tabela 3 diferem um pouco daqueles definidos na Tabela 1, pois ao

desenhar as elipses, notou-se que as maiores variacoes na excentricidade (achatamento da

elipse) ocorriam para valores de ¢ mais préximos de a. Desta forma, decidiu-se por aumentar

o numero de amostras nesta regido. Também apresenta alteracdes em relacdo a Tabela 2, pois

viu-se a necessidade de coletar os dados da variavel b.

A comparagdo entre o comprimento da elipse desenhada sobre o isopor e o

comprimento da falsa elipse obtido por meio da Equacdo (62) encontra-se formalizada na

tabela a seguir, sendo que os valores das variaveis a, b e c originam-se da Tabela 3.

Tabela 4 — Comparativo entre os comprimentos da elipse e da falsa elipse.

(Continua)
Tabela 3
Comprimento da Comprimento da
; ; falsa elipse (m) Erro
elipse (isopor) (m) P Valor absoluto
a b ¢ | oL Equagdo (62) : 1(]‘“[)2] do Erro
(m) (m) (m) 4 x Comprimento [2] i
do 1° Quadrante
1]
0,4500 | 0,4500 | 0,0000 2,8280 2,8274 0,0006 0,0006
0,4500 | 0,4390 | 0,0990 2,7920 2,7930 -0,0010 0,0010
0,4500 | 0,4025 | 0,2010 2,6780 2,6811 -0,0031 0,0031
0,4500 | 0,3735 | 0,2510 2,5900 2,5947 -0,0047 0,0047
0,4500 | 0,3350 | 0,3005 2,4780 2,4841 -0,0061 0,0061
0,4500 | 0,3060 | 0,3300 2,3920 2,4040 -0,0120 0,0120
0,4500 | 0,2700 | 0,3600 2,2960 2,3092 -0,0132 0,0132
0,4500 | 0,2405 | 0,3805 2,2200 2,2355 -0,0155 0,0155
0,4500 | 0,2060 | 0,4000 2,1340 2,1542 -0,0202 0,0202
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(Continuacao)
Tabela 3
Comprimento da Comprimento da
; ; falsa elipse (m) Erro
elipse (isopor) (m) P Valor absoluto
a b ¢ | Equagao (62) [ 1(]m[)2] do Erro
(m) (m) (m) 4 x Comprimento [2] i
do 1° Quadrante
]

0,4500 | 0,1615 | 0,4200 2,0320 2,0580 -0,0260 0,0260
0,4500 | 0,1325 | 0,4300 1,9700 2,0008 -0,0308 0,0308
0,4500 | 0,0940 | 0,4400 1,9040 1,9322 -0,0282 0,0282
0,4500 | 0,0675 | 0,4450 1,8640 1,8898 -0,0258 0,0258

Fonte: Elaborado pelo autor.

Como se pode observar na tabela acima, constatou-se a existéncia de erros entre

as medidas de comprimento da elipse e da falsa elipse, que ja eram esperados, pois a falsa

elipse é uma representacao (ou simplificacdo) da elipse.

0,0308 m, como se observa na coluna Valor absoluto do Erro.

Tomando-se os valores absolutos, constata-se que o maior erro encontrado foi de

Para melhorar a aproximacdo do comprimento da falsa elipse em relacdo a elipse,

estes erros foram minimizados, conforme descricdo no item a seguir.

4.1.5 A funcao de ajuste dos erros: E(a,b)

De acordo com o que foi proposto para este trabalho e considerando os erros

verificados entre os comprimentos da elipse e da falsa elipse, este item se preocupara em

mostrar como foi encontrada a fungdo objetivando minimiza-los. Salienta-se que foram

tomados os erros em seus valores positivos e negativos, pois o resultado da funcdo procurada

ajustara o comprimento da falsa elipse em relacdo ao comprimento da elipse por meio de

acréscimos ou decréscimos de valores.

Para esta atividade, conforme pré estabelecido, foi empregado o ajuste de

minimos quadrados, descrito por meio da Equacao (23).
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4.1.5.1 Identificando a relagdo entre a e b (variavel x) para descrever os erros (variavel y)

Nao obstante os calculos a serem realizados por meio da equacdo, procedeu-se,
primeiramente, a identificacdo da relacdo entre a e b que permitiria a melhor acomodacao dos
erros encontrados.

Nesta tarefa, prospectou-se algumas relacGes, abrangendo algumas possibilidades
de funcdes entre as variaveis a e b (semieixo maior e semieixo menor, respectivamente) e 0s
erros que foram identificados na Tabela 4. Como resultado, foi elaborada a tabela abaixo que

resume os dados apurados.

Tabela 5 - Relag0es entre a e b para avaliacdao da funcao de ajuste dos erros.

Tabela 4 Relagoes Tabela 4
I II II1 v \" VI VII VIII
a b Erro
a b I T a 1 (m)
(m) | (m) ) . | aTbh Y a |l o A

0,4500 | 0,4500 | 1,0000 | 1,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,6981 | 0,0000 | 1,1111 | 1,5713 | 0,0006
0,4500 | 0,4390 | 1,0251 | 0,9756 | 0,0110 | 0,2198 | 0,7043 | 0,0247 | 1,1249 | 1,5907 | -0,0010
0,4500 | 0,4025 | 1,1180 | 0,8944 | 0,0475 | 0,4472 | 0,7251 | 0,1116 | 1,1730 | 1,6563 | -0,0031
0,4500 | 0,3735 | 1,2048 | 0,8300 | 0,0765 | 0,5578 | 0,7421 | 0,1863 | 1,2143 | 1,7100 | -0,0047
0,4500 | 0,3350 | 1,3433 | 0,7444 | 0,1150 | 0,6677 | 0,7653 | 0,2951 | 1,2739 | 1,7825 | -0,0061
0,4500 | 0,3060 | 1,4706 | 0,6800 | 0,1440 | 0,7332 | 0,7832 | 0,3857 | 1,3228 | 1,8376 | -0,0120
0,4500 | 0,2700 | 1,6667 | 0,6000 | 0,1800 | 0,8000 | 0,8061 | 0,5108 | 1,3889 | 1,9055 | -0,0132
0,4500 | 0,2405 | 1,8711 | 0,5344 | 0,2095 | 0,8452 | 0,8253 | 0,6265 | 1,4482 | 1,9599 | -0,0155
0,4500 | 0,2060 | 2,1845 | 0,4578 | 0,2440 | 0,8891 | 0,8483 | 0,7814 | 1,5244 | 2,0206 | -0,0202
0,4500 | 0,1615 | 2,7864 | 0,3589 | 0,2885 | 0,9334 | 0,8790 | 1,0247 | 1,6353 | 2,0916 | -0,0260
0,4500 | 0,1325 | 3,3962 | 0,2944 | 0,3175 | 0,9557 | 0,8996 | 1,2227 | 1,7167 | 2,1317 | -0,0308
0,4500 | 0,0940 | 4,7872 | 0,2089 | 0,3560 | 0,9779 | 0,9277 | 1,5660 | 1,8382 | 2,1753 | -0,0282
0,4500 | 0,0675 | 6,6667 | 0,1500 | 0,3825 | 0,9887 | 0,9475 | 1,8971 | 1,9324 | 2,1976 | -0,0258

Fonte: Elaborado pelo autor.

Com base nos dados dispostos na tabela acima, foram elaborados graficos de

dispersdo para auxiliarem na identificacdo da relacdo mais adequada.



Grafico 1. Representacoes graficas dos dados da Tabela 5.
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RELACAO I RELACAO II
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L) T T T T T L) T T T L)
1 2 3 4 5 6 8.2 0.4 0.6 0.8 1.6
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RELACAO III RELACAO IV
x x
) 0.00 - § = x . 0.00 x x »® x
= L x [l x x o
L 8.2 x L e x
x . == x X
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- 5,02 x = -§.02 x
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T T T T T T Ll L Ll Ll Ll
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Relacao a|b

Relacao a|b

Fonte: Elaborado pelo autor.

Dos graficos apresentados acima, constatou-se, com excecao do grafico que tratou
da relacao IV, que as demais relagdes apresentaram pontos que estdao dispostos no formato de
uma curva suave, sem pontas. Desta forma, sem preferéncia por qualquer das relagdes, exceto
a IV, utilizou-se aquela representada pela relagao II: [b/a].

Uma vez definida a relagcdo entre a e b e os erros, resta identificar a funcao que

melhor descreve os erros.
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4.1.5.2 Escolha da fungao

Salvo melhor juizo, diante da infinidade de funcdes que podem ser concebidas,
conforme apresentado na secdo que tratou da fundamentacdo tedrica, uma forma para se
identificar a funcdo mais eficiente é explorando empiricamente as diversas possibilidades e
calculando o seu coeficiente de determinagdo, R2.

Neste sentido, o Apéndice C foi construido demonstrando algumas possiveis
funcgOes e o seu respectivo R2.

Tomando-se o resultado apresentado no Apéndice C, depreendeu-se que as
funcdes polinomiais conseguiram explicar satisfatoriamente a relacdo entre a e b (variavel x) e
os erros (variavel y), ndo obstante os resultados produzidos pelas fungdes trigonomeétricas
(seno) que foram levemente superiores as funcoes polinomiais. Contudo, considerando que a
Equacdo (62) difere de uma fungdo trigonométrica, optou-se por prosseguir o
desenvolvimento do trabalho com base em funcdo polinomial, objetivando melhor
uniformidade da equacdo final a ser obtida para o atendimento do objetivo geral deste

trabalho.

4.1.5.3 Identificacdo do grau da fungdo polinomial

Ndo obstante os resultados encontrados no Apéndice C, as Equacdes (26) e (28)
apresentadas na fundamentacdo tedrica sdo instrumentos que podem indicar/confirmar a
melhor ordem do polindmio a ser empregada na funcdo de ajuste dos erros. Desta forma,
foram submetidas as referidas equacdes os modelos de polindmios de grau 1 a 10,
considerando os valores de b/a (variavel independente) e dos erros (varidavel dependente)

constantes na Tabela 5.

Tabela 6 - Resultado dos indices s* e AIC, para os modelos polinomiais de grau 1 a 10.
(Continua)

Grau do polinémio s? AIC,

1 6,20E-06 -221,2000
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(Continuacao)
Grau do polindémio s AIC.

2 6,54E-06 -218,3424
3 3,36E-06 -228,3242
4 1,62E-06 -238,3321
5 1,60E-06 -233,4155
6 1,83E-06 -223,0198
7 1,18E-06 -218,4330
8 1,17E-06 -196,1344
9 1,45E-06 -144,2138
10 1,93E-06 11,6731

Fonte: Elaborado pelo autor.

Conforme visto na revisao bibliografica, o melhor modelo é aquele que apresenta
os menores indices para s e AIC...

Desta forma, com base nos resultados da Tabela 6, constatou-se que o modelo
polinomial de grau 4 é o que apresentou melhor performance, considerando que obteve o
menor indice AIC. e um dos menores valores para s’. Portanto, foi selecionado para a
descricao da funcdo procurada.

Um polinémio de grau 4 é dado pela seguinte equacao genérica:

P,(x)=Ax"+Bx’+Cx’+ Dx+ E (63)

4.1.5.4 Identificacdo dos coeficientes da funcdo polinomial

Os coeficientes da Equacao (63), ou seja A, B, C, D e E, foram encontrados por
meio da Equacdo (23), com base nos dados da coluna “Erro” e da “Relagdo II” da Tabela 5.

Observou-se, no entanto, que a Equacdo (23) trazia consigo a operacdo de
multiplicacdo e a inversa de matrizes, cujo calculo manual, em se tratando de matrizes com
poucas linhas e colunas, ndo oferece maiores complexidades. Porém, considerando os dados a
serem utilizados, apresentados na Tabela 5, constatou-se que o calculo de algumas operacdes,

como encontrar a inversa de uma matriz, exigiria o uso de ferramentas mais apropriadas.
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Desta forma, conforme definido nos objetivos especificos deste trabalho, foi
utilizada a linguagem de programacdo Python, com o auxilio da IDE' (Integrated
Development Environment) Spyder, para realizar estes calculos por meio de um programa,
cujo cédigo fonte encontra-se disponivel no Apéndice B.

Apbs o processamento dos dados, os coeficientes A, B, C, D e E da Equagao (63)
foram substituidos pelos valores calculados pela Equacdo (23), resultando na equacdo abaixo,
que descreve a funcdo de ajuste dos erros:

3

b b

4
E(a,b)= 0,39327(5) — 1,02837(5 b

a

b
a

+ 0,93184( )2 - 0,29730( ) —0,00113  (64)
Embora os calculos tenham sido processados por meio de uma linguagem de
programacdo, os valores dos coeficientes da Equacdo (64) podem ser obtidos por meio de
planilhas eletronicas, como o Excel do pacote Office da Microsoft e o Calc do pacote
LibreOffice.
A despeito de existirem outras funcionalidades, no Apéndice D deste trabalho
consta a apuracao dos referidos coeficientes por meio da funcdo LINEST, integrante da

planilha eletronica Calc, que possui similaridade com a funcdo de mesmo nome da planilha

eletronica Excel.

4.1.6 Formulacdo da equacdo do comprimento da elipse a partir da falsa elipse e da

funcao de ajuste dos erros

Uma vez que foram encontradas as equacOes do comprimento da falsa elipse,
Equacdo (62), e a funcdo de ajuste dos erros, Equacao (64), verifica-se que o objetivo geral da

pesquisa foi alcancado por meio da seguinte equacdo do comprimento da elipse:

f(a,b)=g(a,b)+ E(a,b)

' Uma IDE, de maneira bastante simples, é um software que possui as funcionalidades necessérias para se criar

um programa/software em uma linguagem computacional.
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fla,b)= 1 - ma[1+ A(a —b)]+2arccos(Ab)[—a+b—Ac’]| +
abA
b\’ b\’ b\’ b (65)
0,39327(5) - 1,02837(2 + 0,93184(5) - 0,29730(5) —0,00113

4.2 DISCUSSAO DOS RESULTADOS

Concluido o processo de apresentacdo, esta subsecdo promovera uma discussao
sobre os resultados encontrados, bem como permitira o detalhamento de alguns
procedimentos que foram adotados. Para tanto, serdo abordados os seguintes itens:

a) comparativo entre o traco da falsa elipse e o trago da elipse;

b) consideracdes sobre o desenho da elipse na placa de isopor;

c) comparativo entre o comprimento da elipse medida no isopor e a elipse

calculada pela Equacao (3);
d) avaliacdo da funcdo de ajuste dos erros Equacado (64);

e) avaliacdo do comprimento da falsa elipse Equacao (65) e a elipse medida.

4.2.1 Comparativo grafico entre o traco da falsa elipse e o traco da elipse

Na subsecdo anterior, que tratou da apresentacdo, foi demonstrado em detalhes
como a falsa elipse de 4 centros foi construida, propiciando para este momento uma
comparacao entre o trago da falsa elipse e o traco da elipse.

Para isto, foi providenciada a construcao da elipse e da falsa elipse utilizando as
seguintes medidas: semieixo menor b € {0,45;0,33;0,24;0,07} e semieixo maior a=0,45.

Considerando: (i) a Equacdo (8); (ii) a coordenada x do ponto U, Equacdo (51); e
(iii) a coordenada y do ponto W, Equacdo (53), as equacdes a seguir descrevem a falsa elipse
de 4 centros tratada nesta pesquisa, sendo a e /£ os angulos definidos nas Equacoes (54) e

(55), respectivamente.
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(66)

Para exemplificacdo de como as equagdes acima foram encontradas, seleciona-se

a equagdo | (|W,| +b) sen6 , W, +

(IW, | +b) cosﬁ],

—B< 0<p.

Primeiramente, a equacdo descreve um arco de circunferéncia, ou seja, um

segmento de uma circunferéncia. Desta forma, tomando por modelo a Equagdo (8), o arco da

equacao que se quer exemplificar se refere ao angulo 6 compreendido entre — /5 e /5. cujo

raio esta centrado no ponto W. Portanto, |W[y]| + b é o raio do arco.

(W, |+ b)sen6, Wy,
| — —
Raio Centro da circunferéncia no eixo y Raio

—

+(|W, |+ b) cos 6 |,

g

Eixo x

A figura abaixo permite uma visualizacdo da equagao:

Figura 26 - Visualizacdo do arco de circunferéncia da equacao exemplificada.

Eixoy

¥

\ ~
g > b
F
s
. o x
-’! \
I
Fi
£
ra
/ > Wy,
r
Fi
p s
% )

Fonte: Elaborado pelo autor com o uso do software Geogebra.

—p< 0<p
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A elipse, por sua vez, foi tracada por meio da Equagdo (4).

Grafico 2. Comparagoes entre o traco da falsa elipse e o traco da elipse.
(Continua)

a=0,45 e b=0,45 a=0,45 e b=0,33

Fonte: Elaborado pelo autor com o uso do software Geogebra.

Nota: A falsa elipse é representada pelo traco continuo na cor preta e a elipse é representada pelo trago
pontilhado na cor vermelha.

Constata-se que o grafico acima confirma a proposicao de Qian (2011, p. 262),
apresentada na revisao bibliografica. Enquanto um dos arcos da falsa elipse se parece com um
‘morro’, pois o seu trago se mostra acima do traco da elipse (vide o grafico acima para b =
0,07), o outro arco da falsa elipse se parece como um vale, pois o trago aparece abaixo do
traco da elipse.

Outro detalhe que se observa por meio das representacées acima, se refere ao fato
de que a falsa elipse se aproxima da elipse na medida em que o valor de b se aproxima de a.
Por consequéncia, o erro entre o comprimento da falsa elipse e a elipse tende a ser maior

quando o valor de b se afasta do valor de a.
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4.2.2 Consideracoes sobre o desenho da elipse na placa de isopor

Para a realizacdo do desenho da elipse sobre a placa de isopor foi escolhida,
inicialmente, uma caneta com o menor diametro proximo a ponta, conforme mostra a figura a

seguir, e cuja tinta aderisse ao isopor com maior facilidade (hidrografica).

Figura 27 - Detalhe da caneta escolhida para o desenho da elipse.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Esta medida foi tomada visando reduzir o acréscimo no comprimento da linha
para contornar a caneta, pois, ao desenhar elipses de menores excentricidades (mais
achatadas), este acréscimo no comprimento produz um tragado indesejado. Sendo, veja-se.

A figura abaixo ilustra uma linha partindo e retornando ao ponto A ap6s contornar

o objeto B (que pode ser a caneta). Nota-se que a distancia entre A e B é de 45 cm.

Figura 28 - Ilustracdo de uma linha partindo do ponto A e contornando um objeto B.
B
i O

Ocm S5cm 10cm 15¢cm 20cm 25¢cm 30cm 35cm 40cm 45cm

Fonte: Elaborado pelo autor com o uso do software Geogebra.

Contudo, ao esticar a linha, observa-se que o seu comprimento nao é de 90 cm,
mas, sim, de 90,3 cm. Este acréscimo de 0,3 cm no comprimento se refere a distancia
percorrida pela linha para contornar o objeto B.

Aplicando este fato ao desenho da elipse, verifica-se que este acréscimo
indesejado produz um comprimento maior da elipse, algo semelhante ao demonstrado na

figura abaixo.
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Figura 29 - Divergéncia no traco da elipse.

Legenda: Trago continuo = elipse correta e traco pontilhado = elipse incorreta.
Fonte: Elaborado pelo autor com o uso do software Geogebra.

Para melhor entendimento, as ilustracoes a seguir mostram o caminho percorrido
pela linha ao contornar um objeto em situacGes distintas ao se desenhar uma elipse, sendo que
F; e F> correspondem aos focos da elipse.

Na figura (30), observa-se a linha contornando um objeto quando este estd
localizado no maior valor do semieixo b da elipse e a figura (31) mostra a linha contornando o

objeto quando este se encontra no menor valor do semieixo b da elipse.

Figura 30 - Caminho percorrido pela linha ao contornar um objeto no maior valor do semieixo
b da elipse.

20¢
1oem

Ocm

—dlcm —30cm —20cm —10cm Ocm 10cm 20cm 30cm 40cm

Fonte: Elaborado pelo autor com o uso do software Geogebra.

Figura 31 - Caminho percorrido pela linha ao contornar um objeto no menor valor do
semieixo b da elipse.

10cm

1 F2
Tem —
—40cm —30cm —20cm -10cm Ocm 10cm 20cm 30cm 40cm

Fonte: Elaborado pelo autor com o uso do software Geogebra.
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Nota-se que o caminho percorrido pela linha ao contornar o objeto na figura (31) é
maior quando comparado com a figura (30), ocasionando o erro apresentado na figura (29).

Nao obstante a opcdo pela caneta com o menor didmetro proximo a ponta, ao
final, buscando minimizar o efeito do acréscimo da linha para contornar a caneta, decidiu-se
aperfeicoar por um modelo onde a linha passasse por uma argola feita de fio de cobre bastante

fino fixada na ponta da caneta, como mostra a figura a seguir.

Figura 32 - Fixacdo de uma argola na caneta para a passagem da linha.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Para o caso mostrado na figura (32), o comprimento da linha utilizada para
desenhar a elipse levou em consideragdo a distancia da ponta argola até a ponta da caneta. Em
termos praticos, a medicdo do comprimento da linha e os devidos ajustes se deu
empiricamente em instante que antecedeu ao desenho propriamente dito.

Nota-se que o método empregado difere do apresentado na figura (20), pois a
busca por um traco mais refinado, impossibilitou o uso de uma linha com maior calibre
(barbante). Ademais, ao se utilizar uma linha mais fina, esta se desprendia com facilidade da
ponta da caneta inviabilizando o desenho.

Além do efeito observado quando a linha contorna a caneta, constatou-se que
situacdo similar também ocorria em relagdo ao tipo de linha/fio utilizado.

Linhas/fios com maior rigidez demandam um maior comprimento para contornar
um objeto, por serem mais densos. Este fato é melhor demonstrado nas imagens abaixo ao se

comparar um fio de tungsténio e uma linha téxtil, esticados, contornando uma argola.
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Figura 33 - Fio de tungsténio de 0,04 mm (esticado) passando pela argola.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 34 - Linha téxtil (esticada) passando pela argola.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Observa-se nas figuras (33) e (34) que a linha téxtil consegue contornar a argola
de forma mais eficiente de modo que o seu uso reduz o efeito mostrado na figura (29).

Todavia, o fio de tungsténio pode ter a mesma performance observada em relacao
a linha téxtil, contudo, é necessario exercer uma forca bastante grande para estica-lo o que
acaba causando a sua deformacdo ao deslizar pelo interior da argola, como mostra a figura

abaixo.

Figura 35 - Deformacao sofrida por um fio de tungsténio de 0,04 mm esticado ao deslizar pelo
interior de uma argola.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Ademais, manusear um fio mais rigido, como o fio de tungsténio mostrado acima,
é mais dificil do que uma linha téxtil.

Por outro lado, a desvantagem de se usar linhas muito flexiveis esta no fato de que
elas apresentam maior elasticidade, podendo levar a tragos incorretos a depender da forca
exercida sobre ela (mais ou menos esticada). Contudo, esta desvantagem pode ser mitigada
com um pouco de pratica e ao se estabelecer pontos que devem ser alcancados ao se desenhar.
No caso da elipse, por exemplo, a forca exercida pela caneta sobre a linha deve ser suficiente
para alcangar os pontos extremos do semieixo maior e menor.

Para este trabalho, pelos motivos apresentados, optou-se por utilizar a linha téxtil

apresentada na figura (34).

4.2.3 Comparativo entre o comprimento da elipse medida no isopor e da elipse

calculada pela Equacao (3)

Uma duavida que poderia pairar quanto as medidas coletadas das elipses
desenhadas sobre o isopor € se elas guardam uma relacdo proxima com as medidas tedricas de
uma elipse. Em outras palavras, as medi¢cdes dos comprimentos das elipses sobre o isopor
merecem credibilidade?

No intuito de responder a esta questdo, decidiu-se discutir o caso por meio de um
comparativo entre os valores da elipse medida, constantes na Tabela 4, e o valor da elipse
obtida numericamente por meio da Equacao (3).

Como a Equacgdo (3) trata de uma soma infinita, que ndo pode ser resolvida
totalmente, pois é infinita, computou-se o somatoério dos 100 primeiros termos. Para esta
atividade, novamente, recorreu-se ao uso da linguagem de programacao Python, cujo codigo
fonte do programa encontra-se apresentado no Apéndice E.

Nao obstante, o software Geogebra possui funcionalidade para efetuar o calculo

do comprimento da elipse, como mostra a figura a seguir.
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Figura 36 - Calculo do comprimento da elipse com o Geogebra.

@ eal:ix /045 +y /0336 =1

circunferénciaeql = Circunfer,

— 24794

éncia(eql)

0.2

Circunferéncia de eql = 2.4794

06 -0.4

Textoeql="Circunferéncia de " +(Nome(eql))+" = "-+circunferénciaeql

Fonte: Elaborado pelo autor.

=02 [ 02 04 06

=02

04

Os valores encontrados estdo apresentados na tabela abaixo.

Tabela 7 - Comparativo entre o comprimento da elipse medida sobre o isopor e da elipse
calculada pela Equacao (3).

. . Comprimento da elipse obtida em
Comprimento da elipse . ~ ..
a b 100 iteracoes do somatorio da
(Tabela 4) ~
(m) (m) Equagao (3)
(m)
(m)
0,4500 0,4500 2,8280 2,8274
0,4500 0,4390 2,7920 2,7930
0,4500 0,4025 2,6780 2,6803
0,4500 0,3735 2,5900 2,5927
0,4500 0,3350 2,4780 2,4794
0,4500 0,3060 2,3920 2,3966
0,4500 0,2700 2,2960 2,2974
0,4500 0,2410 2,2200 2,2208
0,4500 0,2060 2,1340 2,1328
0,4500 0,1615 2,0320 2,0296
0,4500 0,1325 1,9700 1,9686
0,4500 0,0940 1,9040 1,8975
0,4500 0,0675 1,8640 1,8569

Fonte: Elaborado pelo autor.

Os dados apresentados na tabela acima mostram que os comprimentos das elipses

medidas na placa de isopor sdo bastante satisfatérios, considerando que foram obtidas

manualmente, pois estdo bastante préximos dos comprimentos das elipses obtidas

numericamente por meio da Equacao (3).
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4.2.4 Avaliacao da funcao de ajuste dos erros - Equacao (64)

Na apresentacdo foi demonstrado pormenorizadamente como a funcdo de ajuste
dos erros foi encontrada. Neste ponto, pretende-se avaliar os valores obtidos por esta funcao,

Equacdo (64), e compara-los com os erros apresentados na Tabela 4.

Tabela 8 - Comparativo entre os valores obtidos pela funcdo de ajuste dos erros, Equagao
(64), e os erros identificados na Tabela 4.

ba Erros (m) Funcao de ajust~e dos erros (m)
Tabela 4 Equacao (64)
1,0000 0,0006 -0,0017
0,9756 -0,0010 -0,0029
0,8944 -0,0031 -0,0057
0,8300 -0,0047 -0,0073
0,7444 -0,0061 -0,0095
0,6800 -0,0120 -0,0117
0,6000 -0,0132 -0,0152
0,5344 -0,0155 -0,0188
0,4578 -0,0202 -0,0233
0,3589 -0,0260 -0,0288
0,2944 -0,0308 -0,0312
0,2089 -0,0282 -0,0312
0,1500 -0,0258 -0,0280

Fonte: Elaborado pelo autor.

A representacao grafica a seguir permite uma melhor visualizacdo dos dados da

Tabela 8.
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Grafico 3. Comparagao entre os erros apresentados na Tabela 4 e a fungdo de ajuste dos erros

— Equacao (64).
0.01
0.00
-0.01
g
fra]
-0.02
-0.03
Funcao de ajuste dos erros
-0.04 % Erros - Tabela 4
0.2 04 06 0.8 10
bfa

Fonte: Elaborado pelo autor.

Com base no gréfico e nos dados apresentados, constata-se que a fungao de ajuste
apresenta uma boa aproximacgao em relacdo aos erros identificados na Tabela 4, possibilitando
que 0s mesmos sejam minimizados.

No préximo tépico a funcdo de ajuste dos erros serd novamente explorada em uma

nova comparacao por meio da Equacao (65).

4.2.5 Avaliacdo do comprimento da falsa elipse Equacao (65) e a elipse medida no

isopor

Tendo sido encontrada a equagdo que fornece o comprimento de uma elipse a
partir de uma falsa elipse e cujos erros foram minimizados por meio de uma funcao de ajuste,
cabe neste momento discutir o resultado final encontrado.

A tabela abaixo mostra um comparativo entre o comprimento da elipse medida no

isopor e a falsa elipse descrita pela Equagao (65).
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Tabela 9 - Comparativo entre o comprimento da elipse medida no isopor e da falsa elipse

[f(a,b)].

. Comprimento da
Comprimento 3 Falsa Elipse com
Elipse da Falsa EllE)se F}lngao de | 3 funcio de ajuste Errofinal | Valor
a b medida sem a funcdo | ajuste dos dos erros (m) () absoluto
(m) (m) (m) de ajuste dos | erros (m) f(a,b) = g(a,b) + do
erros (m) E(a,b) E(a,b) erro final
g(a,b) Eq. (64) Eq. (65)
Eq. (62)
[1] [2] [1]-[2]
0,4500 | 0,4500 2,8280 2,8274 -0,0017 2,8257 0,0023 0,0023
0,4500 | 0,4390 2,7920 2,7930 -0,0029 2,7901 0,0019 0,0019
0,4500 | 0,4025 2,6780 2,6811 -0,0057 2,6754 0,0026 0,0026
0,4500 | 0,3735 2,5900 2,5947 -0,0073 2,5874 0,0026 0,0026
0,4500 | 0,3350 2,4780 2,4841 -0,0095 2,4746 0,0034 0,0034
0,4500 | 0,3060 2,3920 2,4040 -0,0117 2,3923 -0,0003 0,0003
0,4500 | 0,2700 2,2960 2,3092 -0,0152 2,2940 0,0020 0,0020
0,4500 | 0,2405 2,2200 2,2355 -0,0188 2,2167 0,0033 0,0033
0,4500 | 0,2060 2,1340 2,1542 -0,0233 2,1309 0,0031 0,0031
0,4500 | 0,1615 2,0320 2,0580 -0,0288 2,0292 0,0028 0,0028
0,4500 | 0,1325 1,9700 2,0008 -0,0312 1,9696 0,0004 0,0004
0,4500 | 0,0940 1,9040 1,9322 -0,0312 1,9010 0,0030 0,0030
0,4500 | 0,0675 1,8640 1,8898 -0,0280 1,8618 0,0022 0,0022

Fonte: Elaborado pelo autor.

Da tabela acima, nota-se a partir da coluna “Valor absoluto do erro final” que os
erros entre os comprimentos da elipse e da falsa elipse, identificados apdés a inclusdao da
funcdo de ajuste dos erros, foram minimizados para valores inferiores a 3,5 mm, enquanto os
erros (em valores absolutos) antes da funcdo de ajuste dos erros alcangcaram 30,8 mm (Tabela
4).

Destaca-se para os valores de erro encontrados na coluna “Valor absoluto do erro
final” que se aproximam de zero quando b = 0,1325 e b = 0,3060. Estes casos se referem
aqueles em que a funcdo de ajuste dos erros tem uma melhor aproximacdo em relacdo ao erro
observado. Para tanto, vide o Gréafico (3) onde se observa dois pontos bastante préximos da
curva da fungao.

Uma segunda demonstracdo de que a funcao de ajuste dos erros E(a,b) minimizou
o erro identificado quando se comparou a funcdo g(a,b) e o comprimento da elipse é

apresentado na tabela comparativa a seguir, por meio da soma do quadrado das diferencas
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(dos erros), do inglés Sum Squared Errors — SSE, que é utilizada pela estatistica no calculo da

variancia (MARTINS, p. 52-53).

Tabela 10 - Comparativo dos erros identificados entre a elipse medida e as funcdes g(a,b) e

f(a,b).

Tabela 4 Tabela 9
b Erro . Quadrado dos Erro . Quadrado dos
a g(a,b) vs. Elipse erros’ de [A] f(a,b) vs. Elipse erros' de [B]
(m) (m) isopor (m?) isopor (m?)
(m) (m)
[A] [B]
0,4500 0,4500 0,0006 0,000222 0,0023 0,000000
0,4500 0,4390 -0,0010 0,000177 0,0019 0,000000
0,4500 0,4025 -0,0031 0,000126 0,0026 0,000000
0,4500 0,3735 -0,0047 0,000092 0,0026 0,000000
0,4500 0,3350 -0,0061 0,000067 0,0034 0,000001
0,4500 0,3060 -0,0120 0,000005 -0,0003 0,000007
0,4500 0,2700 -0,0132 0,000001 0,0020 0,000000
0,4500 0,2405 -0,0155 0,000001 0,0033 0,000001
0,4500 0,2060 -0,0202 0,000035 0,0031 0,000001
0,4500 0,1615 -0,0260 0,000137 0,0028 0,000000
0,4500 0,1325 -0,0308 0,000272 0,0004 0,000003
0,4500 0,0940 -0,0282 0,000193 0,0030 0,000001
0,4500 0,0675 -0,0258 0,000132 0,0022 0,000000
x 0,001460 0,000014

Fonte: Elaborado pelo autor. B
Nota: [1] O quadrado dos erros é dado pela seguinte equacdo: Quadrado dos erros;=(X—x,’, onde x é a média dos
€ITos e X; Um erro.

Com base na soma da tabela acima (Soma do Quadrado dos Erros), constata-se
que a minimizacgdo dos erros se deu em todos os valores de b, pois, se algum erro ndo tivesse
sido reduzido, este fato teria refletido no somatorio.

Do exposto, constata-se que a equacao encontrada para o comprimento da falsa
elipse adicionada da funcdo de ajuste de erro mostra-se satisfatoria ao ser comparada com os
valores coletados da elipse desenhada sobre um isopor. Ademais, estes resultados mostram a
eficiéncia do uso de arcos de circunferéncia concordantes na descricdo de curvas suaves,

como a elipse.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho abordou uma das diversas aplicacoes da circunferéncia,
notadamente, representar, por meio de arcos concordantes, uma forma geométrica conhecida,
no caso, a elipse.

Em particular, destaca-se o resultado que foi obtido ao se comparar o
comprimento da elipse desenhada fisicamente sobre um isopor (mundo real) e o comprimento
da falsa elipse calculado por meio de uma equacdao matematica (mundo abstrato), mostrando a
viabilidade da aplicagdo para o caso estudado.

Embora este trabalho tenha se restringido ao estudo da representacao da elipse por
meio de uma falsa elipse, entende-se que um dos maiores beneficios que se pode extrair dele
encontra-se na metodologia que foi desenvolvida e detalhada para se chegar ao resultado
apresentado, pois ela permite orientar a aplicacdo de arcos de circunferéncia concordantes em
relacdo a outros casos envolvendo formas geométricas variadas e que apresentem curvas
suaves.

Ressalta-se que o estudo encontrou a equacdo de uma falsa elipse capaz de
descrever infinitas elipses a depender dos valores de a e b, desde que a = b > 0. Contudo,
mutatis mutandis, nada impede a aplicacdo de arcos de circunferéncia concordantes em
formas geométricas que ndo estejam sujeitas a variagoes, como mostrado na figura (4).

Ademais, a pesquisa realgou a importancia de se conhecer conceitos matematicos,
mesmo 0s mais elementares, para a solucao de problemas reais. Outrossim, reafirmando
aspectos que foram tratados no topico da metodologia da pesquisa, este estudo mostrou que o
resultado alcancado emanou de um processo indutivo, onde conhecimentos mais especificos
foram combinados na constru¢cdo de um conhecimento mais amplo.

O estudo foi concluido no momento em que atingiu o objetivo para o qual foi
idealizado, respondendo, simultaneamente, ao problema que fora proposto. Ndo obstante,
durante o trabalho, notou-se a possibilidade de investigacao de outros aspectos e aplicacdes,
como:

a) aplicacdo de arcos concordantes na representacao de outras formas geomeétricas
ou objetos mais complexos caracterizados por curvas suaves;

b) aplicacdo de arcos de circunferéncia concordantes como funcao interpoladora

na analise de dados;
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¢) desenvolvimento de uma equacdo para a falsa elipse cuja fungdo de ajuste dos
erros origina-se da comparacao entre as Equacdes (65) e (3);

d) estudo abrangendo o volume e a area da falsa elipse;

e) identificacdo de novas fungdes objetivando a minimizacdo dos erros; e

f) avaliacao quanto ao uso de outras construgdes de falsas elipses para a solugdo
do problema proposto.

Do exposto neste trabalho, conclui-se que o uso de arcos de circunferéncia
concordancia se mostra como uma alternativa interessante para representar formas
geométricas para as quais nao ha uma equacdo que as descreva e que o ajuste de minimos
quadrados se apresenta como um instrumento bastante adequado para o aperfeicoamento da

solucdo encontrada por meio de arcos de circunferéncia concordantes.
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APENDICE A - DESENHO DA FALSA ELIPSE UTILIZANDO O METODO
TRADICIONAL DOS 4 CENTROS (OU 4 ARCOS).

(Continua)
Passo 1. Eixos AB e CD e o segmento de reta CB. Passo 2. Arco de circunferéncia com centro em C e
raio (a - b).
¥
Ty
c £t
A o B
A X
D
o
Passo 3. Ponto K, ponto médio do segmento PB. Passo 4. Vetores u e w.
¥ ¥
Eg




Passo 5. Ponto T.
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(Continuacao)
Passo 6. Reta r que passa pelos pontos T e K.
y
T
=
* E .-
c .
P_':
W K
A o] By
X

Passo 7. Angulos ae .

W

Passo 8. Arcos de circunferéncia com centro em U e
Ww.

W

Fonte: Elaborado pelo autor com o uso do software Geogebra.
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APENDICE B — CODIGO FONTE DE PROGRAMA NA LINGUAGEM PYTHON
PARA O CALCULO DOS COEFICIENTES DA FUNCAO E(a,b) POR MEIO DO
AJUSTE DE MINIMOS QUADRADOS

Autor: Fernando Boessenkool
Data: 27 set. 2021

Objetivo: encontrar os coeficientes da equacdo polinomial de grau 4, por
T

meio da Equacdo (23) ou v =IM"M|'M"y
Apéndice B do trabalho de conclusdo de curso.
Universidade do Sul de Santa Catarina - UNISUL.

"""Importacdo das bibliotecas."""
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

"""Dados iniciais, sendo y = erro e x = b/a."""

y = np.matrix([0.0006, -0.0010, -0.0031, -0.0047, -0.0061, -0.0120, -
0.0132, -0.0155, -0.0202, -0.0260, -0.0308, -0.0282, -0.0258]).T

x = [1.0000, 0.9756, 0.8944, 0.8300, 0.7444, 0.6800, 0.6000, 0.5344,
0.4578, 0.3589, 0.2944, 0.2089, 0.1500]

"""Considerando a equac¢do polinomial: Ax* + Bx3 + (x? + Dx + E.
Computar os valores de x4, x"3, x~2 e x de cada coluna para linha da
matriz M."""
M = np.zeros(shape=(13,5))
for linha in range(0, len(x)):
M[1linha][0] x[linhal**4
M[linhal[1] x[linha]l**3
M[linhal[2] x[linha]l**2
M[linhal[3] x[linhal
M[linhal[4] 1

"""Computar a transposta da matriz M."""
Mt = M.transpose()

"""Computar a multiplicacdo entre as matrizes Mt e M."""
MtM= Mt.dot(M)

"""Computar a inversa da matriz MtM."""
MtMinv = np.linalg.inv(MtM)

"""Computar a multiplicacdo entre as matrizes MtMinv e Mt."""
MtMinvMt = MtMinv.dot(Mt)

"""Computar a multiplicacdo das matrizes [MtMinvMt e y] = v."""
MtMinvMty = MtMinvMt.dot(y)

"""Apresentar os valores dos coeficentes: A, B, C, D e E."""
print(MtMinvMty)
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APENDICE C - FUNCOES AJUSTADAS PELO MiINIMO QUADRADO PARA
EXPLICAR A RELACAO ENTRE B/A (VARIAVEL X) E OS ERROS (VARIAVEL Y)

Tipo Fungao R?
0,03726 x - 0,03646 0,94911
0,00653 x* + 0,02964 x - 0,03474 0,95073
Polinomial |-0,12132 x* + 0,21798 x* - 0,07716 x - 0,02032 0,97703
0,39327 x* - 1,02837 x* + 0,93184 x* - 0,29730 x + 0,00113 0,98999
-0,6043 x° + 2,13097 x* - 2,8902 x> + 1,84502 x* - 0,49783 x + 0,01651 0,99125
0,02013 e* - 0,0522 0,94283
-0,00502 e* + 0,0396 e* - 0,06972 0,95366
Exponencial |-0,0135 e* + 0,07343 e* - 0,10637 e* + 0,01687 0,96566
0,04281 e* - 0,34472 e* + 1,00855 e - 1,24612 e* + 0,52222 0,98381
-0,06226 e> + 0,64237 e* - 2,60722 e* + 5,18631 e* - 5,01785 e* + 1,85352 0,98925
_ 0,01673 In(x) - 0,0032 0,84516
Logaritmica
0,00676 In(2x) - 0,00229 In(x) - 0,01482 0,07307
0,04529 sen(x) - 0,03872 0,94004
0,03352 sen’(x) + 0,01123 sen(x) - 0,03183 0,95844
Trigonométrica -0,21668 sen’(x) + 0,36098 sen?(x) - 0,1346 sen(x) - 0,01394 0,98297
0,71336 sen*(x) - 1,64089 sen®(x) + 1,34144 sen’(x) - 0,40334 sen(x) + 0,00996 0,99114
-0,53479 sen®(x) + 2,04939 sen*(x) - 2,8952 sen®(x) + 1,88687 sen?(x) - 0,51127 0.99127
sen(x) + 0,01759 ’




APENDICE D - CALCULO DOS COEFICIENTES DA FUNCAO E(a,b) POR MEIO

DA FUNCAO LINEST - CALC (LIBREOFFICE)

©)

] ] ( )
c24 - f | » = ]| {=LINEST(H®:H21;D9:G21;1;1)}
| B D E | F G H
: x= hla Erro
8 x2 x3 x4 (m)
] 1,0000 1,0000 1,0000 L0006
10 | 0.9518 0,9286 0,9059 -0,0010
0,8000 0,7155 0,6399 -0,0031
12 0,6889 0,5718 0,4746 -0,0047
3 . 0,5541 0,4125 0,3071 -0,0061
14 | 0,4500 0,3060 0,680 0,4624 0,3144 0,2138 -0,0120
5 0,4500 0,2700 0,600 0,3600 0,2160 00,1296 -0,0132
16 0,4500 0,2405 0,534 0,2856 0,1326 0,0816 -0,0155
17 0,4500 0,2060 0,457 0,2096 0,0959 0,0439 -0,0202
18 0,4500 0,1615 0,358 0,1288 0,0462 0,0166 -0,0260
19 0,4500 0,1325 0,294 0,0867 0,0255 0,0075 -0,0308
20 | 0,4500 0,0940 0,208 0,0436 0,0091 0,0019 -0,0282
21 | 0,4500 0,0675 0,150 0,0225 0.0034 00,0005 -0,0258
£L
23 | Resultado da funcéo LINEST
[ 24 -1,02837]  0,93184]  0,29730]  0,00113
_25 | 0,12219 0,28306 0,22661 0,07258 0,00757
26 0,98999 0,00135 #IN/A #MN/A #N/A
27 197,82963 8,00000 EN/A #N/A #N/A
28 0,00145 0,00001 #IN/A #N/A #N/A

Legenda das acées 1 (Azul), 2 (Vermelho) e 3 (Verde) (Figura acima):

1 (Azul) — Inserir na planilha os dados das variaveis a, b, x=b/a e Erro (oriundos da Tabela 5 deste trabalho),
como mostrado nas colunas B, C, D e H.

2 (Vermelho) — Calcular os valores de x2, x3 e x4, sem arredondamentnc como apresentado nas colunas E, F e G.
3 (Verde) — Inserir a funcdo LINEST com o uso da funcionalidade f. , pois a fungdo gera uma matriz de dados
estatisticos, como se observa nas células C24:G28.

Legenda do resultado da funcdao LINEST (Células C24:G28 da figura acima):

C24:F24 — Coeficientes A, B, C, D (Inclinac¢ées) da func¢do polinomial procurada e célula G24 — E (Intercepto).
C25:G25 — Erro padrdo dos coeficientes e intercepto.

C26 —R2

D26 — O erro padrdo da estimativa de y.

C27 — A estatistica F ou valor F observado.

D27 — Graus de liberdade.

C28 — Soma do desvio quadrado da estimativa de y em relagdo a média.

D28 — Soma do desvio quadrado da estimativa de y em relagdo ao y observado.

Fonte:

LibreOffice: https://wiki.documentfoundation.org/Documentation/Calc_Functions/LINEST

Excel: https://support.microsoft.com/en-us/office/linest-function-84d7d0d9-6e50-4101-977a-fa7abf772b6d?
ranMID=46131&ranEAID=alLgFw09t88&ranSiteID=alL.gFw09t88-
N7YENLC_000C_dZpzgeByg&epi=alLgFw09t88-
N7YENLC_000C_dZpzgeByg&irgwc=1&OCID=AID2200057_aff_7806_1243925&tduid=
%28ir__lezto92yrckf6x2hs1nd6jscjn2x03qfuu6dshyr00%29%287806%29%281243925%29%28a1L.gFw09t88-
N7YENLC_000C_dZpzgeByg%29%28%29&irclickid=_1ezto92yrckf6x2hs1nd6jscjn2xo3qfuu6dshyr00
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APENDICE E — CODIGO FONTE DE PROGRAMA NA LINGUAGEM PYTHON
PARA O CALCULO DA EQUACAO (3) PARA DIFERENTES VALORES DE b.

Autor: Fernando Boessenkool

Data: 02 out. 2021

Objetivo: calcular o comprimento da elipse por meio da Equacdo (3).
Universidade do Sul de Santa Catarina - UNISUL.

"""TImportacdo das bibliotecas."""
import numpy as np
import scipy.special as ss

Descricdo das variaveis:

a = semieixo maior da elipse.

b = array contendo valores do semieixo menor da elipse.

comprimentos = uma lista que conterd os comprimentos das elipses.

e = excentricidade da elipse.

a = 0.45

b= [0.4500, 0.4390, 0.4025, 0.3735, 0.3350, 0.3060, 0.2700, 0.2410, 0.2060,
0.1615, 0.1325, 0.0940, 0.0675]

comprimentos = list()

"""Computar o comprimento da elipse para cada valor de b, representado pela
varidvel i em cada iteracdo, sendo que a operacao ** representa a
poténcia."""
for i in b:

soma = 0.0

e = np.sqrt(a**2-i**2)/a

"""Computar o somatdério da Equacdo(3) em 100 iteracdes."""
for k in range(0,100):
soma = soma + (ss.binom(0.5,k)**2)*(1-2*k)*(e**(2*k))

"""Adiciona o comprimento da elipse para um determinado valor de b na
'Lista . nmnon
comprimentos.append(soma*2*np.pi*a)

"""Apresentar os comprimentos das elipses com arrendondamento de 4 casas
decimais."""
print(str(np.round(comprimentos,4)))



