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RESUMO

A presente pesquisa consiste em explorar o uso da geometria diferencial e do célculo vetorial
para estudar as equacdes tradicionais da fisica no deslocamento de uma particula em R? sobre
uma curva regular. O objetivo geral é comparar a modelagem do deslocamento de um objeto
no espacgo tridimensional, em uma trajetoria definida por uma curva regular, nos parametros
espaco, velocidade e aceleragdo no contexto da geometria diferencial com equagdes tradicionais
da fisica. Para alcangar tal objetivo, foi realizada uma pesquisa bibliografica de carater
exploratorio, utilizando livros e bases de dados virtuais indexadas para a obtengdo do
embasamento teorico necessario para a sele¢cdo e comparacdo dos modelos descritivos que
integrem a grade de cursos introdutorios de Fisica. Para se buscar uma descri¢do do fendmeno
cinematico de uma particula sob o enfoque do Calculo Vetorial e da Geometria Diferencial, a
presente pesquisa adotou a abordagem qualitativa. Com o resultado obtido na revisao
bibliografica, foi proposta a aplicacdo dos modelos em dois casos: no deslocamento em uma
trajetoria retilinea e em uma trajetéria circular. A pesquisa alcangou como resultado que ambas
as abordagens sdo equivalentes no movimento retilineo e circular. Entretanto, a abordagem do
fenomeno no enfoque da Fisica Cinematica exige o uso de equacdes especificas para cada caso,
enquanto com o uso de Calculo Vetorial e Geometria Diferencial, ¢ possivel a modelagem mais
geral. Todavia, quando a particula ndo se encontra em repouso no momento inicial, o uso das
equagoes do Calculo Vetorial e da Geometria Diferencial se mostrou complexo devido a grande
quantidade de variaveis envolvidas. Por fim, sugere-se que, no ensino dos conceitos de Célculo
Vetorial e Geometria Diferencial, os conceitos da Cinematica sejam desenvolvidos em conjunto
para maior contextualizagao dos conceitos matematicos com o mundo real, desenvolvendo

exemplos de generalizacdes da modelagem de um fendmeno cinematico sob novo enfoque.

Palavras-chave: Cinematica. Geometria Diferencial. Calculo Vetorial.



ABSTRACT

The present research consists of the development of the use of differential geometry and vector
calculus to study traditional physics equations in the displacement of a particle in R* on a regular
curve. The main objective is to compare the modeling of the displacement of an object in three-
dimensional space, in a trajectory defined by a regular curve, in the parameters space, velocity
and acceleration in the context of differential geometry and traditional physics equations. To
achieve this objective, exploratory bibliographical research was carried out, using indexed
books and virtual databases to obtain the necessary theoretical basis for the selection and to
compare the descriptive models that integrate the grid of introductory physics courses. To
search for a description of the kinematic phenomenon of a particle under the focus of Vector
Calculus and Differential Geometry, this research adopted a qualitative approach. With the
result obtained in the literature review, it was proposed to apply the models in two cases: in
displacement in a straight path and in a circular path. The research achieved as a result that both
approaches are equivalent in straight and circular motion. However, the approach of the
phenomenon in the Kinematic Physics approach requires the use of specific equations for each
case, while with the use of Vector Calculus and Differential Geometry, a more general modeling
is possible. However, when the particle is not at rest at the initial moment, the use of the Vector
Calculus and Differential Geometry equations proved to be complex due to the large number
of variables involved. Finally, it is suggested that, in the teaching of the concepts of Vector
Calculus and Differential Geometry, the concepts of Kinematics must be developed together
for greater contextualization of mathematical concepts with the real world, developing

examples of generalizations of modeling a kinematic phenomenon under a new focus.

Keywords: Kinematics. Differential Geometry. Vector Calculus.
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1 CONSIDERACOES INICIAIS

Esta se¢do trata do tema abordado e sua delimitagdo, além de apresentar a
problematizagdo dentro da qual o estudo se contextualiza, a justificativa e os objetivos gerais e

especificos.

1.1 TEMA E DELIMITACAO DO TEMA

Comparagao da modelagem do movimento de uma particula em R?, por meio das

equagoes tradicionais da fisica e da geometria diferencial e do célculo vetorial.

1.2 PROBLEMATIZACAO

A geometria diferencial ¢ uma disciplina da matematica que trata os entes
geométricos sob a otica do calculo, que, conforme Pereira Jr e Lemos (2011) possui um papel
fundamental na fisica tedrica contemporanea. A geometria diferencial tem aplicacdes nos
campos da mecanica cléssica, relatividade geral, na fisica das particulas elementares, entre
outros exemplos.

No campo da mecanica classica, cursos introdutérios de fisica, como em Resnick,
Halliday e Krane (2014) e Nussenzveig (2013), os temas sdo abordados pela decomposi¢do dos
vetores pelas relagdes do tridngulo retangulo e os calculos sdo realizados de forma
unidimensional.

Devido a aparente desconexdo existente nos cursos introdutorios de fisica quanto a
aplicacdo da geometria diferencial, esta pesquisa buscard estudar a modelagem do
deslocamento e dos parametros velocidade e aceleracdo de uma particula no espaco (R?), no
contexto da geometria diferencial, comparando com os resultados obtidos pelo conteudo

abordado em cursos introdutorios de Fisica.
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Nos cursos introdutérios de Fisica, como em Resnick, Halliday e Krane (2014) e
Nussenzveig (2013) o ramo da cinematica ¢ tipicamente apresentado com suas equagdes ja
definidas e suas aplicagdes indicadas. No intuito de promover uma nova abordagem ao assunto,
utilizando a modelagem matematica para a solucdo de problemas, se apresenta a ideia de
descrever o movimento de um objeto no espaco tridimensional (ou R?) a partir dos conceitos
abordados pela geometria diferencial e calculo vetorial.

As equacdes da cinematica do movimento presentes em Resnick, Halliday e Krane
(2014) e Nussenzveig (2013), abordam a modelagem do movimento pela decomposi¢do dos
vetores. A partir da relagdo obtida de um triangulo retangulo, decompde-se os vetores de forma
a reduzir o modelo de uma abordagem tridimensional para unidimensional, como

exemplificado na Figura 1.

Figura 1 — Movimento de um Projétil

Fonte: Resnick, Halliday e Krane, 2014.
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Entretanto, ao se modelar uma curva no espago, como em Gongalves ¢ Flemming
(2007), por analogia, pode-se inferir que a grandeza escalar que mede o espago percorrido por
um objeto em uma trajetoria, de acordo com as equagoes da Fisica, pode ser obtida pela medicao
do comprimento da curva que o objeto traca ao realizar o seu deslocamento, considerando o
trago gerado como a unido dos infinitos pontos que definem a curva. Em consequéncia, a
velocidade e a aceleracdo se relacionam com a forma que a curva ¢ tracada.

Conforme Volina, Pylypaka, Nesvidomin, Pavlov e Dranoska (2021), o uso da
geometria diferencial, particularmente o Triedro de Frenet — Serret e as formulas de Frenet —
Serret, possibilita a modelagem do movimento de uma curva regular ndo apenas em relagdo ao
tempo, como variavel independente. Com parametriza¢ao da curva pelo comprimento do arco,
pode-se modelar o movimento de uma particula em relacao a distancia que a particula percorreu
na curva.

Por outro lado, Gusella (2020), aborda o caso da modelagem em curvas nao
regulares, que indica a possibilidade de utilizar o operador diferencial de Riccati, no dominio
complexo, para tratar as irregularidades. Neste caso, a aleatoriedade das imperfei¢des ¢ descrita
pela aleatoriedade obtida na curvatura e na tor¢ao, podendo ser modeladas por fungdes
homogéneas.

Portanto, surge a questdo: Qual ¢ o modelo mais adequado para descrever o
movimento de uma particula, em uma trajetéria definida por uma curva regular, nos parametros

relacionados a posicao, velocidade e aceleracao, em R3, em cursos introdutorios de Fisica?

1.3 JUSTIFICATIVAS

Na busca por tornar o conhecimento nas ciéncias exatas mais intuitivo, apresenta-
se a aplicacdo do ensino com o foco na modelagem matemética, de forma que a aprendizagem
ndo seja apenas a repeticdo das equacdes fornecidas pelos livros. Assim, o aprendiz passa a ver
o mundo com os olhos de pesquisador e pode, a partir de ferramentas matematicas, modelar os
fendmenos que ocorrem ao seu redor e buscar solucdes para as suas duvidas.

Nos cursos introdutorios de Fisica, costuma-se remeter as equagdes prontas,

induzindo os alunos a decorar, dificultando aos mesmos visualizar como as equagdes se
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comportam de forma dindmica e como cada varidvel influencia e descreve o comportamento do
objeto em estudo.

Conforme Resnick, Halliday e Krane (2014) e Nussenzveig (2013), a abordagem
tridimensional do movimento baseia-se na decomposi¢do de vetores, para a consequente analise
unidimensional. Este artificio isola a analise do movimento da sua real natureza, pois dificulta
a visualizagdo da dindmica, onde um efeito ocorrido em um eixo podera alterar os demais.

Esta pesquisa tem importancia tedrica, ao buscar novas formas de abordar a
semidtica da cinematica de particulas, diferentes das apresentadas aos alunos em cursos
introdutdrios de Fisica. De forma complementar, o desenvolvimento de uma nova abordagem
no ensino contribui para a docéncia dos conceitos e indica a possibilidade de inovagdo em um
ramo da fisica, trabalhando de forma multidisciplinar e integrada com a modelagem
matematica.

A motivagdo da pesquisa se da pela caréncia de formas alternativas de exposi¢ao
de conceitos matematicos e fisicos no ensino tradicional. Por vezes, o aluno pode se deparar
com dificuldades em seu aprendizado, motivado pela falta de uma abordagem mais intuitiva e
nao fixa a conceitos “impostos”. Logo, busca-se incentivar a curiosidade e a participacao do
discente no processo ensino-aprendizagem, pelo espirito de descoberta que uma pesquisa pode
proporcionar.

Neste contexto, a presente pesquisa tem por objetivo utilizar a modelagem
matematica, em especial a geometria diferencial, para descrever o movimento de uma particula
no espaco tridimensional e comparar com os resultados obtidos pelas equacdes tradicionais
apresentadas em livros de Fisica.

A inten¢ao ¢ buscar uma forma alternativa de abordar os assuntos de cinematica
nos cursos introdutorios de Fisica, como forma de despertar a curiosidade dos discentes da
dinamica dos fenomenos fisicos e auxiliar com novas ideias no ensino de Fisica. Ainda, pela
apresentacdo de uma nova forma de modelagem, busca-se o desenvolvimento de uma
mentalidade de dinamismo no desenvolvimento de solu¢des por discentes.

Em uma pesquisa bibliografica inicial sobre o assunto, foram encontrados diversos
assuntos que tratam a modelagem do movimento de particulas de forma isolada e em casos
especificos, como em Pereira Jr e Lemos (2011), Volina, Pylypaka, Nesvidomin, Pavlov e
Dranoska (2021) e Gusella (2021). Todavia, ndo foram encontrados artigos que comparem
métodos tradicionais, como os apresentados em Resnick, Halliday e Krane (2014) e
Nussenzveig (2013), com outros que possam ser modelados pelos conceitos de geometria

diferencial.
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1.4 OBIJETIVOS

1.4.1 Objetivo Geral

Comparar a modelagem da trajetoria de um objeto no espago tridimensional, em
uma trajetoria definida por uma curva regular, nos parametros espago, velocidade e aceleragao

no contexto da geometria diferencial com equagdes tradicionais da fisica.

1.4.2 Objetivos Especificos

Pesquisar os conceitos de cinematica apresentados em livros de cursos introdutérios

de Fisica;
Pesquisar os conceitos que norteiam a geometria diferencial e o calculo vetorial;
Relacionar os conceitos de cinematica com as defini¢des do calculo vetorial;
Modelar o deslocamento de um objeto em R? com base no calculo vetorial;
Exemplificar a aplicagdo dos modelos em deslocamentos na reta e na
circunferéncia;
Comparar os resultados obtidos na modelagem matematica com as equagdes da
cinematica.

1.5 ESTRUTURA DO TRABALHO

A pesquisa se estruturara conforme a descri¢ao do quadro abaixo.



Quadro 1 — Estrutura do trabalho
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Capitulo

Aspectos abordados

Capitulo 1 — Metodologia

- Metodologia a ser utilizada na pesquisa;
- Justificativa da pesquisa; e
- Objetivos Geral e Especificos.

Capitulo 2 — Fundamentagao Teorica

- Conceitos da geometria diferencial; e
- Conceitos da cinematica.

Capitulo 3 — Apresenta¢dao e Discussao dos
Resultados

- Equivaléncia de conceitos abordados pela
geometria diferencial e a cinematica.-
Desenvolvimento dos modelos conforme a
geometria diferencial e a fisica, nos casos
especificos da reta e da circunferéncia.

Capitulo 4 — Consideracdes Finais

- Discussdao dos resultados obtidos no
Capitulo 3, em busca de uma resposta ao
problema de pesquisa.

Fonte: Elaboracdo do autor, 2021.
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2  FUNDAMENTACAO TEORICA

Esta secdo apresentard os referenciais teoricos utilizados como base para o

desenvolvimento do trabalho ¢ como fonte de informagdes sobre o topico.

2.1 CINEMATICA

A cinematica, de acordo com Resnick, Halliday e Krane (2014), ¢ o estudo do
movimento dos objetos, seus parametros descritores, como posi¢do, velocidade e aceleragao, e
como os parametros se relacionam. Na obra de Resnick, Halliday e Krane (2014) e Nussenzveig
(2013), o objeto estudado ¢ modelado como uma particula. Uma particula ¢ conceituada como
um ponto Unico, com suas partes se movimentando de maneira uniforme, isto €, sem

movimentos internos, como rotacdes e vibragdes.

2.1.1 Vetor Posicao

No campo da cinematica, descreve-se 0 movimento de uma particula por vetores
que podem especificar a posicdo, a velocidade e a aceleragdo. Uma particula que se desloca em

R3, pode ser localizada pelo vetor posi¢do. O vetor posicdo ¢ definido pela decomposi¢cdo nas

coordenadas relacionadas aos eixos coordenados, considerando os vetores unitarios 7,7 e k

respectivamente a x,y € z. Assim, o vetor posi¢do ¢ dado por:

?= x4 y] +zk
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Figura 2 — Representacdo do vetor posi¢cao

Fonte: Elaboragao do autor, 2021.

Supondo que, no tempo t,, a particula se encontra na posigdo 7y , identificada pelo
ponto A da Figura 3, e, no intervalo entre ¢, e t;, a particula se deslocara na trajetoria até a

posigdo 77, identificada pelo ponto B na Figura 3, o vetor deslocamento A7 ¢ definido por:

- - -
Ar =7, —71,
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Figura 3 — Vetor deslocamento

Fonte: Elaboragao do autor, 2021.

Resnick, Halliday e Krane (2014) concluem que o vetor deslocamento depende

apenas do ponto inicial e final, independente da trajetoria percorrida.

2.1.2 Vetor Velocidade

A velocidade média (¥,,.4) € a relagdo entre o deslocamento € o intervalo de tempo

At necessario para o deslocamento ocorrer. A velocidade média ¢ obtida por:

AR
Vimed = A_t

Da mesma forma que o deslocamento, a velocidade depende somente da posicao

inicial e final da particula, ndo sendo influenciado pelo o que ocorrer durante o deslocamento.
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A velocidade instantanea pode variar, podem ocorrer reversdes no sentido do movimento, mas
a velocidade média ndo serd afetada.

A velocidade média € util para se obter um comportamento geral de uma particula
em um intervalo de tempo. Todavia, para se obter mais detalhes de seu movimento, deve se
utilizar o conceito de velocidade instantanea, dada por:

-
A7
v = lim —
At-0 At
Por defini¢do, a dire¢do de ¥ € tangente a trajetoria da particula. Em consequéncia,

a velocidade instantanea pode ser obtida por:

*—d?—dxﬁ+dy*+dzl? 2.12.1
L T AP TE AT (2.1.2.1)

Portanto, o vetor velocidade ¢ composto de trés componentes, relacionadas aos

eixos coordenados:

dx

Velocidade no eixo x: v, = Tt
. . dy
Velocidade no eixo y: v, = It
dz

Velocidade no eixo z: v, = T

A intensidade da velocidade, por exemplo marcada em um velocimetro de
automovel, ¢ dada pelo mdédulo do vetor velocidade. A intensidade da velocidade ¢ um escalar,

nao contendo informagdes relacionadas a direcao. (RESNICK, HALLIDAY, KRANE, 2014)
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2.1.3 Vetor aceleracio

Quando a particula em movimento sofre variagdes em intensidade e direcdo da
velocidade em um intervalo de tempo, a particula sofreu a acao de uma aceleragdo. A aceleragao
média ¢ dada por:

N
i
med At

De forma andloga a velocidade média, a aceleracdo média ndo € influenciada
quando ha variacdo na velocidade, considerando o mesmo percurso e o intervalo de tempo, pois

a aceleracao média representara a média da variacao da velocidade. A aceleragdo instantanea ¢

obtida por:

Como a aceleragdo instantanea ¢ uma medida da taxa de variagdo da velocidade,

ela pode ser obtida de acordo com a derivada:

dﬁ_dvxﬁ_l_dvyﬁ dv, -
dt  de " ar ) T ae (2.1.3.1)

-
a =

As componentes do vetor aceleragdo sao obtidas por:

_dv,

R AT
dvy
Y=
_dv,

% = at

Resnick, Halliday e Krane (2014) destacam que a separa¢dao dos vetores em suas
componentes simplifica a notagdo e facilita o entendimento da ndo interferéncia entre
componentes de eixos distintos, como consequéncia da ortogonalidade dos mesmos.

Destaca-se ainda o fato de a dire¢ao da aceleragdo ndo possuir relacdo com a dire¢ao

de ¥. E possivel que os vetores d e ¥ possuam qualquer angulo entre eles. Uma variagdo na
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direcdo do vetor velocidade provoca alteragdo no vetor aceleracdo, mesmo quando sua
intensidade se mantém constante. Em consequéncia, um movimento com velocidade constante
pode ser um movimento acelerado. Um exemplo ¢ o movimento em trajetoria circular.

(RESNICK, HALLIDAY, KRANE, 2014).

2.1.4 Cinematica unidimensional

As equagdes e calculos da cinematica unidimensional consideram apenas uma
dimensao, portanto, apenas uma componente ¢ analisada por vez. Resnick, Halliday e Krane
(2014) destacam que, nesta abordagem, uma particula pode variar o modulo e o sentido de seu
deslocamento, mas o seu movimento sempre sera sobre uma reta.

Uma particula em repouso ocupa a mesma posicao 4 para qualquer instante de
tempo ¢. Considerando uma particula que se desloca no eixo x, a equacdo que modela o

deslocamento ¢ dada por:

x(t) =A

Considerando o eixo x como referencial, uma particula que se desloca com
velocidade constante, possui velocidade positiva v, se a particula se desloca no sentido positivo
do eixo x, e possui velocidade negativa quando se desloca em sentido oposto ao eixo x. No

movimento com velocidade constante, o deslocamento é expresso por:
x(t) =A+ vt
A particula, quando sofre variagdo em sua velocidade, se desloca em movimento
acelerado. Conforme destaque de Resnick, Halliday e Krane (2014), dois exemplos de
movimento acelerados sdo apresentados, onde 4 e D sdo constantes e w representa um angulo:

x(t) = A+ vt + a,t?

x(t) = Dcoswt
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2.1.5 Equacoes da Cinematica Unidimensional

Uma particula se desloca da posi¢ao inicial x; no tempo t; para o ponto x, no tempo
t,. O intervalo de tempo ¢ expresso por At =t, —t; € o deslocamento € expresso por

Ax = x, — x;. A velocidade média ¢ expressa por:

Ax
Vmed,x = A_t

(2.1.5.1)

A velocidade média possui informagdes sobre o comportamento geral da particula
no intervalo At, dependendo apenas das posicdes inicial e final da particula, ndo dependendo
da trajetoria. Definindo At > 0, se V;;04 » > 0 entdo a particula se desloca no sentido positivo
do eixo. Se Viyeq x < 0, a particula se desloca no sentido negativo do eixo.

A velocidade instantanea ¢ obtida por:

dx
Uy = —
¥oodt
A particula se movendo com velocidade v, , no instante t; e no instante t, com

velocidade v, ,, a aceleracdo média ¢ obtida por:

Av,
Amedx = E

(2.1.5.2)

A aceleragdo média ¢ influenciada pela diferenca da velocidade inicial e final no
intervalo At, ndo sendo influenciada por variagdes da velocidade durante o deslocamento de x;
ax,.

A aceleracdo instantanea ¢ dada por:
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dv,
ay = ——
Yoodt
Nussenzveig (2013), destaca que a aceleracdo instantinea, por ser obtida pela

derivada da velocidade, pode ser obtida pela segunda derivada da equagdo do espacgo:

_d%x

a, = F
A aceleracdo pode ter sinal positivo ou negativo independente do comportamento

do vetor velocidade. Quando a aceleragdo e a velocidade possuem sinais opostos e a velocidade
esta diminuindo, pode-se afirmar que a particula esta sofrendo desaceleracao. Por outro lado,
quando a aceleracao e a velocidade possuem sinais iguais, pode-se afirmar que a particula esta

sofrendo aceleragao.

2.1.6 Movimento unidimensional com aceleracido constante

Considere uma particula de deslocando na direg¢ao positiva do eixo x. A componente
do vetor aceleragdo ¢ definida por a,. A velocidade inicial em ty = 0 € v, € sua posi¢do inicial
€ xo. A partir da equagao (2.1.5.2) da aceleragao média se obtém: (RESNICK, HALLIDAY,
KRANE, 2014).

Avx Uy —Vox
Ay = Amed = At = t—0

Uy = VUgx T Ayt (2.1.6.1)

No caso do movimento com aceleracdo constante, a velocidade média de uma

particula pode ser obtida pela média das velocidades inicial e final em At:

v, + Vo x

Umede = —— (2.1.6.2)



26

Combinando as equagdes (2.1.5.1), (2.1.6.1) e (2.1.6.2), obtém-se:

X—Xg 2Vgytayt
t—0 2

2(x — xq) = 2V 5t + a,t?
1
x(t) =x¢ + v + Eaxt2 (2.1.6.3)

A equacao (2.1.6.3) modela a posi¢do x da particula para qualquer instante #, quando
a aceleragdo € constante.

Nussenzveig (2013) apresenta uma forma alternativa de se obter a velocidade no
movimento uniformemente variado sem depender do tempo, pela combinagdao das equagdes

(2.1.6.1) e (2.1.6.3), conhecida como equacao de Torricelli:

v?2 = v3 + 2a(x — x4)

2.1.7 Movimento tridimensional com aceleracao constante

No movimento tridimensional, se considera que a particula se move livremente no
espago R’ equivalendo a modelar a representacdo dos vetores deslocamento, velocidade e
aceleracdo em termos dos eixos x, y e z. Portanto, em um movimento com aceleragdo constante,

o vetor d ¢ representado por:



a,:de valor constante e em relacgdo ao eixo x

a,: de valor constante e em relacdo ao eixoy

a,: de valor constante e em relagdo ao eixo z
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O vetor deslocamento, em sua posi¢ado inicial no tempo ¢ = 0 ¢ descrito por:

?0 = (X0, Y0, Zo)

A velocidade inicial no tempo t = 0 ¢ descrita por:

U—O) = (Voxs Voy, Voz)

No espaco tridimensional, a equacao (2.1.6.1) ¢ descrita de forma unidimensional

por:

VU, = Vg, + ayt

vy = Vg +ayt

v, = Vg, + a,t

Na forma vetorial, a equacao da velocidade ¢ dada por:

—

V=7, +adt

A equagao do deslocamento ¢ dada por:

(2.1.7.1)

Nussenzveig (2013) define, de forma similar & cinematica unidimensional, a

aceleracdo instantanea como:



28

dv _ d*F
dt — dt?

QU
Il

2.1.8 Movimento circular uniforme

O movimento circular uniforme ¢ um movimento bidimensional com velocidade de
intensidade constante em uma trajetoria circular. Para se modelar os vetores atuantes neste tipo

de movimento, deve-se decompor os vetores, conforme a figura 4 abaixo:

Figura 4 — Vetores atuantes em um movimento circular uniforme

.\.

Fonte: Resnick, Halliday e Krane, 2014.
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Observando a figura 4, e, conforme Resnick, Halliday e Krane (2104), para a
particula se manter em uma trajetoria circular, atua sobre ela uma forg¢a na dire¢do do centro da
circunferéncia. Esta forca ¢ denominada forca centripeta. Esta for¢a possui intensidade
constante e varia sua dire¢do conforme a particula se desloca em sua trajetoria. Em um sistema
ideal, a forca centripeta € a unica que atua. Logo, a aceleragdo também aponta para o centro da
circunferéncia, chamada de aceleracao centripeta.

No caso particular do movimento circular uniforme, a particula possui velocidade
constante, mesmo com a atuacdo de uma aceleracdo no sistema. Esta aceleragdo atua na
mudanga da dire¢ao da velocidade e ndo em sua intensidade.

Observando a figura 4, onde uma particula se move do ponto P; para o ponto P,, a
velocidade em P; é denominada v; e no ponto P, a velocidade € v,. Os pontos estdo distribuidos
de forma simétrica por um angulo 6. A intensidade de v e v, sdo constantes e de intensidade
idénticas (v; = v, = v), mas possuem diregdes diferentes. As componentes da velocidade sao

dadas por: (RESNICK, HALLIDAY, KRANE, 2014)
Vi, = +vcosO
vy, = +vsent
U,y = +vcosl
v,y = —vsend
A particula, ao se deslocar pelo arco do ponto P; até P,, percorre a distancia de 270,
onde O ¢ expresso em radianos. Se essa distdncia € percorrida no intervalo de tempo At, logo a

velocidade média ¢ dada por: (RESNICK, HALLIDAY, KRANE, 2014)

210
Vimed = E

A aceleragcdo média no eixo x ¢ dada por:

. _ Ugx — V1, VCOSO —vcosH
med.x At At
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Como as velocidades v, e v, possuem a mesma intensidade e dire¢dao no eixo x, a

aceleragdo média no eixo x ¢ nula. Em relagdo ao eixo y, a aceleragdo média ¢ dada por:

Vyy —V1y —Usenb —vsenf  2vsenf
Amedy =~ py At = 210

v

v?\ /senb
Gmeay = == ( : ) 2.1.8.1)

A partir da equagdo (2.1.8.1), a aceleracdo instantanea no eixo y pode ser obtida

por:

i v?\ (senf\|  (v? i senf
A (0)__ r 91—%(9)

Resnick, Halliday e Krane (2014) destaca que em pequenos angulos, o senf =~ 0,

para 6 em radianos, resultando no limite tendendo a 1. Logo:

O sinal negativo indica que a dire¢do de a, € oposta ao eixo y, isto ¢, em dire¢do
ao centro da circunferéncia. Como foram utilizados pontos arbitrarios, pode-se afirmar que a,,

representa a aceleracdo centripeta para qualquer ponto P em movimento circular uniforme, e

sua intensidade ¢ dada por: (RESNICK, HALLIDAY, KRANE, 2014).

a, = — (2.1.8.2)
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2.2 CONCEITOS DE CURVAS

Conforme Gongalves e Flemming (2007), a partir de uma fungdo vetorial, onde t €

I, I um intervalo definido, define-se uma curva como sendo o lugar geométrico de todos os

pontos P do espaco que atendam ao vetor posicao f (), tel:

fO) = AT+ £OF + (O

Figura 5 — Exemplo de curva

Fonte: Elabora¢ao do autor, 2021.

Gongalves e Flemming (2007) afirmam que se a funcdo f (t) representa o vetor
posicdo de um objeto em movimento, entdo a curva definida coincidird com a trajetdria do
objeto.

As curvas podem ou ndo apresentarem pontos angulosos, onde a derivada da funcao
f (t) ndo existe. Um exemplo de funcdo com ponto anguloso pode ser observado na sequéncia

e ilustrado na figura 6.

. (Lot e[0;1]
f@© = {(t,—t +2);t € [1;2]
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Figura 6 — Curva com ponto anguloso

2.5

0.5

-3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4

-0.5

Fonte: Elaboragao do autor, 2021.

Gongalves e Flemming (2007) define uma curva regular pela auséncia de pontos
angulosos. Em consequéncia, para cada ponto pertencente a curva, existe uma tangente Uinica

que ¢ dindmica com a curva.
Formalmente, a curva regular C deve admitir uma parametrizacdo do tipo f(t),

onde t € I € R, com derivada continua e f '(t) # 0 para todo t € I. Caso a curva C possua
pontos angulosos, pode-se dividir a curva em um namero finito de curvas regulares, utilizando

as propriedades por intervalo. No exemplo demonstrado na figura 6, pode-se considerar que a

curva f (t) é regular por partes, respeitando o intervalo t € [0,1) U (1,2].
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2.2.1 Curva Parametrizada

Uma curva parametrizada, definida em um espaco real do tipo R™, é uma fung¢do do
tipo f:(a,b) » R™ para o intervalo —oo < a < b < co. Uma variavel t € (a,b) ¢é definida
como o parametro da curva.

O conjunto de vetores posi¢cao de f (t), onde o pardmetro t € (a, b) c R, determina
um subconjunto de pontos em R™ conforme o parametro ¢ varia. O subconjunto de todos os
pontos obtidos em R™ pela fun¢do /¢ denominado trago da curva. Na pratica, em uma fungao
dependente de varias variaveis, a parametrizacdo simplifica a descri¢do ao reescrever a

aplicacao como dependente de apenas uma varidvel. Na figura 7 abaixo se exemplifica um vetor

S
posicao de uma fungdo f e sua relagdo com o trago da curva.

Figura 7 — Diferenca entre a fungdo e o trago

trago da ﬁm;ﬁoﬁ

vetor posicdof

Fonte: Elaboracao do autor, 2021.

Uma curva parametrizada pode ser classificada como uma curva plana se existe um

plano em R? que contenha a curva.



Figura 8 — Curva ndo plana

Fonte: Elaboragao do autor, 2021.

Figura 9 — Curva Plana

Fonte: Elaboragédo do autor, 2021.
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2.2.2 Comprimento de Arco

Partindo da aplicagdo do tipo f: (a, b) - R™ para o intervalo —o < a < b < o0, a

derivada de f'em relacdo a ¢ ¢ definida por

o fe+a) - fo _df
A}r—r}o At T dt

Em consequéncia, a derivada de f (t) = (f1 (t), f,(¢t), ..., fn(t)) ¢ definida pela

S
derivada de suas componentes. Uma curva f (t) € derivavel se suas componentes sdo derivaveis.

As derivadas de ordem superior sdo obtidas da mesma forma.

o= e D

Dada uma curva f (t) parametrizada e os parametros ¢ e t + At, define-se reta

secante a curva ]? (t) como a reta definida por dois pontos (t, f (t)) e (t + At f(t + At)),

conforme a figura 10. Quando At — 0, a reta secante se aproximara da reta tangente no ponto
(t, f (t)), conforme a figura 11. A primeira derivada da curva f (t), representada por f "(t), é

obtida geometricamente pelo vetor que define a direg¢ao e o sentido da reta tangente de f (t) no

ponto (t,f(t)).
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Figura 10 — Reta secante a uma fungdo f )

X

-3 -2 =1 0

—1

—2

-3

-4

Fonte: Elaboragao do autor, 2021.

Figura 11 — Tangente obtida pelo pela derivada de f (0.

6

/ ? il 0 1 2

-2

Fonte: Elaboragao do autor, 2021.
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Dada uma curva parametrizada diferenciavel f (t) = (x(t), y(t),z(t)), tel cR,
o vetor tangente da curva f(t) parat € I é o vetor f’(t) = (x’(t),y’(t),z’(t)). Lembrando
que a curva seréd regular quando f'(t) # 0,Vt € I.

A reta tangente a curva regular f (t) no ponto P(t,),t, € I é a reta que passa em

P(t,) na dire¢do do vetor tangente f '(t) sendo expresso por:
7(x) = P(t,) + x(?’(to)) ,XER

O comprimento do arco formado por uma curva regular parametrizada por

f(t),a <t < b, é dado por:
b -
lzj If"(®)|dt
a

Ainda, se a fungdo f (t): (a,b) — R™ representa uma curva parametrizada regular,
e tomarmos umt € (a,b),a < t < b, a fungdo comprimento do arco da curva C, no intervalo

(a,t], se da por:

dt*

s(O) = f 7t

Onde:

IF'®| = J (A'®) + (£ ®) + -+ (£ ()

Analisando geometricamente o comprimento do arco, dada uma curva

parametrizada regular f (t), para um At pequeno, os pontos da curva f (M) e f (t + At) podem
ser ligados por um segmento de reta que se aproxima do formato da curva. O comprimento do

segmento de reta ¢ dado por:

|7t + at) — f()|



Figura 12 — Comprimento do Arco

f(t+At)

2.5

0.5

-0.5 0 Q0.5 1 1.5 2 2.5

Fonte: Elaboragao do autor, 2021.

Para um At pequeno, por definicdo, o limite abaixo ¢ proximo a f "(t):

) f(e+a8) - £
m

At—0 At

O comprimento de arco pode ser obtido pela divisdo da curva em pequenos

segmentos e, depois, soma-se os resultados. Quando At — 0, a soma se torna s(z).

2.2.3 Reparametrizacio de curvas

Uma reparametriza¢do de uma curva f:(a,b) - R™ ¢ definida por uma curva

parametrizada f: (d, E) — R™ se existe uma aplicacdo diferenciavel e bijetiva, do tipo

@:(a,b) > (a,b), de tal forma que sua inversa @~':(a,b) > (@,b) ¢é diferencivel e

f® = f(o(®),vi € (a,b).

Por extensdo, /¢ uma reparametrizagdo de f:
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flo*®) = £ (o(@7(®)) = F(&), vt € (¢, b)

A partir dos conceitos, toma-se uma curva parametrizada f(t) e uma

reparametriza¢io dada por f(t). Logo, t = @(t) et = ¢~ (t). Diferenciando (p((p‘l(t)) =t:

dop de1 do
at ac @’

Pela definigdo, f(£) = f(@(£)), logo:

Assim, como a curva parametrizada ¢é regular, ou seja, f'(t) # 0, entdo a derivada
da curva reparametrizada também serd f'(tf) # 0. Em consequéncia, toda a curva

parametrizada regular possui o modulo do vetor tangente nao nulo.
A orientacdo de uma curva regular f (t) é o sentido de percurso do trago da curva

f (t). Conforme Tenenblat (2014), uma reparametrizaco f de f tem orientacio igual a de f'se

a mudanga de parametro € estritamente crescente.
A reparametrizacdo de uma curva pelo comprimento do arco se da pela fungao

inversa de s(?), conforme quadro abaixo:

Quadro 2 — Reparametrizagdao por comprimento do arco.
Célculo de s(2) Encontrar a fungdo inversa Reescrever a fungao
e t=t(s);0<s<t h=+ =
S(t) — -]- |f’(t*) dt* ( ) _)h T(t(S)_? .
a x(t(s))t + y(t(s))] + z(t(s))k
0<s<l

Fonte: Elaboragao do autor, 2021.
Um exemplo de uma parametrizacdo pelo comprimento do arco pode ser

acompanhado no quadro a seguir:
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Quadro 3 — Exemplo de reparametriza¢do por comprimento do arco.

Etapa Calculo
Curva a ser reparametrizada f(t) = (cost,sent,t),0 < t < 2m
f’(t) = (—sent, cost, 1)
Norma da primeira derivada da curva |f’(t)| = \[(—sent)z + (cost)? + (1)?
F'©]=v2
t
Encontrar a fungdo comprimento de arco s(2) s(t) = J V2dt* =2t
0
s =2t
Encontrar a fungao inversa ¢=t(s) s
t=—
V2
S S s\ S
Reparametrizacdo pelo comprimento do h(s) = (COS (ﬁ) ,sen (ﬁ) ) ﬁ)
arco
0<s<2nmV2

Fonte: Elaboragdo do autor, 2021.

Tenenblat (2014) enuncia a condi¢do exclusiva que uma curva regular f (t) esta

parametrizada pelo comprimento do arco, se € somente se paraVt € I C R, | f ’(t)l =1.

2.3 TEORIA LOCAL DAS CURVAS

Dada uma aplicagdo do tipo @: I = R3,I c R uma curva regular parametrizada pelo
comprimento do arco, a curvatura de a , representada por k, quantifica a velocidade que as retas

tangentes mudam de direcdo (TENENBLAT, 2014). Logo, define-se a curvatura por:
k(s) = |a"(s)] (2.3.1)

Segue abaixo um exemplo de aplicagdo apresentado por Tenenblat (2014), onde a

representa uma constante:



41

s S
a(s) = (acos—,asen—, 0),5 €ER
a a

1
k(s)=—,Vs€R
a

Em consequéncia, em um segmento de reta f(I),I € R3, como ndo ha variacdo da

reta tangente, sua curvatura ¢ nula. Tenenblat (2014) demonstra:
B(s)=p+vs
Vsel->B'(s)=v->B"(s)=0
k(s) =1B"(s) =0
Conforme enunciado anteriormente, dada uma curva regular parametrizada pelo
comprimento do arco a: I — R?,tem-se |a’(s)| = 1 (o vetor tangente é unitario), e isto implica
que a”'(s) é ortogonal a a'(s). Por exemplo:
a(s) = (coss,sens,0)
a'(s) = (—sens,coss,0) - |a'(s)|=1
a''(s) = (—coss,—sens,0)
a'(s) a"(s) =sens.coss—sens.coss+0=0

(condigao de ortogonalidade a.f = 0)

Logo, para Vs € [ onde k(s) # 0, ou, a” (s) # 0 pode se definir um vetor unitario

na dire¢do de a'’(s) denominado vetor normal a curva a(s) (TENENBLAT, 2014).

a”(s)

) =T

(2.3.2)
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A reta normal a curva @ em um ponto definido por s, € I, como na reta tangente, ¢
a reta que passa pelo ponto a(s,) na dire¢do do vetor normal 71(s;).
Definindo o vetor tangente por £(s) como o vetor unitario a’(s) e pelo fato de £(s)

e 1(s) serem ortonormais, reorganizando a equagéo (2.3.2):
t'(s) = k(s)7(s)

Ainda, considerando a mesma curva regular parametrizada pelo comprimento do

arco a: 1 = R3, com k(s) > 0, o vetor binormal a @ em s é dado por:
b(s) = £(s) X A(s)

Os vetores £(s),7(s) e b (s) formam o referencial do triedro de Frenet da curva «

cms.

Figura 13 — Triedro de Frenet

\langente

Fonte: Elaboragdo do autor, 2021.
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Cada par de vetores define um plano. O plano definido pelos vetores normal e
binormal ¢ denominado plano normal. O plano definido pelos vetores normal e tangente ¢
denominado plano osculador. O plano definido pelos vetores tangente e binormal ¢ denominado

plano retificante.

Figura 14 — Plano Osculador

inormal

Fonte: Elaboragao do autor, 2021.



Figura 15 — Plano Normal

Fonte: Elaboragao do autor, 2021.

Figura 16 — Plano Retificante

Fonte: Elaboragédo do autor, 2021.
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Outro parametro que pode ser obtido a partir do Triedro de Frenet ¢ a tor¢do. A

torcao ¢ definida como o nimero real 7(s) obtido pelo seguinte produto por escalar:
b'(s) = t(s)ii(s) (2.33)

De acordo com Tenenblat (2014), o mdédulo da tor¢do indica a velocidade com que
o plano osculador varia.
Como a curva a:I = R?® é uma curva parametrizada pelo comprimento de arco, e

k(s) > 0,Vs € I, logo o triedro de Frenet da curva @ em s é um referencial ortonormal de R3.
Em consequéncia, os vetores £'(s),7'(s) e b'(s) podem ser obtidos como combinagdo linear

de £(s),A(s) e b(s). (TENENBLAT, 2014).
Temos que:
t'(s) = k(s)n(s) (2.3.4)
b'(s) = 1(s)n(s) (2.3.5)
Obtém-se 7' (s) derivando 71(s):
7i(s) = b(s) x £(s)
'(s) = b'(s) x €(s) + b(s) x E'(s) (2.3.6)
Substituindo as equacgdes (2.3.4) e (2.3.5) em (2.3.6), obtemos:
ii'(s) = —t(s)b(s) — k(s)E(s) (2.3.7)
Logo, dada uma curva a regular parametrizada pelo comprimento do arco, onde
k(s) > 0,Vs € I, entdo o triedro de Frenet satisfaz as equagdes (2.3.4), (2.3.5) e (2.3.7),
denominadas férmulas de Frenet.
Tenenblat (2014) destaca que, em curvas regulares com parametrizacdo diferente

do comprimento do arco, a curvatura e a tor¢do de uma curva a: I — R3 de parAmetro 7 é obtida

por:
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la’(¢) x a"” ()]

ka®) =— R

(2.3.8)

<a'(t)yxa(t),a"(t) >
la’(t) x a” (t)|?

T(a(t)) =

24 APLICACOES DA GEOMETRIA DIFERENCIAL NA CINEMATICA DA
PARTICULA

Seguindo a notagdo de Pereira Jr. ¢ Lemos (2011) para o vetor tangente ¢, vetor

g 4 ~
normal 71, vetor binormal b, modulo da velocidade v, vetor velocidade ¥, vetor aceleragio d,

moédulo da aceleracao a e curvatura k.
Seja o vetor posi¢do 7(t) = (x(t),y(t),z(t)) da particula em um instante 7, da

definicdo de comprimento de arco, tém-se:

s(t) = f 7 ()]dt 2.4.1)
0

Em consequéncia da equagdo (2.4.1) e pela definicao da intensidade da velocidade

ds
v = — obtemos:
dt

ar
dt

ds_

=— = 242
V= (2.4.2)

Como a relagdo obtida na equagdo (2.4.2) ¢ invertivel, portanto:

-1
at _ (E) _1 (2.4.3)
ds dt v
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.~ - ar . . > ar
Pela definicao de vetor tangente t = d—z , a definicao do vetor velocidade v = d—:, e

o resultado obtido na equagao (2.4.3) obtemos:

- - -1 -
dr_dt dT_(dS) dr_l 5 (2.4.4)

=T asa \at) a v

Utilizando o resultado obtido nas equacoes (2.4.3) e (2.4.4), obtemos:

dZ_ dt dE_ 1<dE>

Rt [t 24.5
ds ds dt wv\dt ( )
A partir da equagao (2.4.4), desenvolve-se a sua derivada:
dt 1 (dv  _dv 2.46)
dt  ve\de " Vde o

Utilizando a defini¢do de a = Z—f e aplicando o resultado obtido na equagao (2.4.6)

na equacao (2.4.5):

= (av-3) == 2 (2.4.7)

d€_1(% ﬁdv>_& dv
dt)

Utilizando o resultado obtido na equagdo (2.4.7) e comparando com a 1* Equagao

de Frenet (2.3.4), obtém-se a relagdo:

a_awv_ (2.4.8)

Evidenciando o vetor aceleragdo d da equagdo (2.4.8) resulta na expressio:

d=vTt+vikni (2.4.9)
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A equacdo (2.4.9) apresenta a aceleracdo decomposta em componentes tangencial,
paralela a £ e componente normal, paralela a 7i. A componente tangencial tem intensidade v’ e
a componente normal, ou aceleragdo centripeta, tem modulo v/, onde »=1/k representa o raio
de curvatura. (PEREIRA JR, LEMOS, 2011).

Volina, Pylypaka, Nesvidomin, Pavlov e Dranoska (2021) destacam que se a
trajetoria de uma particula estiver em R’ o padrao formado pelo Triedro de Frenet depende
somente da curvatura e da tor¢do da curva. Uma condicdo necessaria e suficiente para uma
curva ser plana € ter o valor de sua tor¢do nula. Neste caso, o plano osculador coincidira com o

plano que a curva pertence.

Figura 17 — Plano osculador da curva plana

binormal

Fonte: Elaboragio do autor, 2021.



49

3 DELIMITACAO METODOLOGICA

Esta unidade trata da metodologia utilizada para o estudo da modelagem do

deslocamento de uma particula em R3.

3.1 TIPO DA PESQUISA

A pesquisa qualitativa busca a interpretacdo maior do objeto de estudo e do contexto

do objeto. Pode se destacar as principais caracteristicas como:

(...) objetivagdo do fenomeno; hierarquizacdo das agdes de descrever,
compreender, explicar, precisdo das relagdes entre o global e o local em
determinado fendmeno; observancia das diferengas entre o mundo social ¢ o
mundo natural; respeito ao carater interativo entre os objetivos buscados pelos
investigadores, suas orientagdes tedricas e seus dados empiricos; busca de resultados
os mais fidedignos possiveis; oposi¢ao ao pressuposto que defende um modelo tinico
de pesquisa para todas as ciéncias. (GERHARDT; SILVEIRA, 2009, p. 32)

A presente pesquisa possui o carater qualitativo, pois busca uma nova descri¢ao e

compreensao para o fendmeno Fisico da cinematica de uma particula sob o enfoque do Calculo

Vetorial e da Geometria Diferencial.

Para se alcancar o resultado, sera utilizada a estratégia da pesquisa bibliografica,

que se caracteriza por:

A pesquisa bibliografica é feita a partir do levantamento de referéncias teoricas ja
analisadas, e publicadas por meios escritos e eletrénicos, como livros, artigos
cientificos, paginas de web sites. Qualquer trabalho cientifico inicia-se com uma
pesquisa bibliografica, que permite ao pesquisador conhecer o que ja se estudou sobre
o assunto. Existem, porém pesquisas cientificas que se baseiam unicamente na
pesquisa bibliografica, procurando referéncias teéricas publicadas com o objetivo de
recolher informagdes ou conhecimentos prévios sobre o problema a respeito do qual
se procura a resposta. (FONSECA, 2002, apud GERHARDT; SILVEIRA, 2009, p.
37).

Para se alcancar o objetivo de pesquisa sera necessaria a coleta solida de referéncias

tedricas em publicagdes indexadas e livros referéncia no assunto. Para assegurar a importancia

dos modelos selecionados, serdo considerados os exemplos propostos pelos autores das obras,

contextualizando sua aplicacao.
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3.2 DESCRICAO DO OBJETO DE ESTUDO

Os dados necessarios para a comparagdo dos modelos foram obtidos a partir do
estudo de bibliografias sobre Calculo Vetorial, Geometria Diferencial e Fisica Cinematica.

Para a analise dos modelos escolhidos foram selecionados os critérios de
abrangéncia, limitacdes, dificuldade de aplicacao, praticidade e relevancia para a descri¢ao da

cinematica do deslocamento de uma particula em R*.

3.3 COLETA DE DADOS

Esta secdo trata da descrigdo do processo de coleta de dados para a realizacao do

estudo.

3.3.1 Instrumentos para a coleta de dados

Para a obtencdo dos dados, foram utilizados livros e bases de dados virtuais
indexadas, que permitiram o acesso a obras de outros pesquisadores, servindo de subsidio para
a obtencdo do embasamento tedrico necessario para a selecdo e comparagdo dos modelos

descritivos.
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3.3.2 Procedimentos para a coleta de dados

A bibliografia coletada foi analisada e selecionada de modo a contemplar de forma
abrangente o Calculo Vetorial, a Geometria Diferencial e a Fisica Cinematica que integrem a
grade de cursos introdutorios, servindo de guia para o desenvolvimento da pesquisa.

Os critérios para a selecao de dados (obras) foram: relacdo do tema da obra com o
Calculo Vetorial, Geometria Diferencial e Fisica Cinematica; relevancia das obras de Fisica em
cursos introdutdrios de Fisica; aplicabilidade dos métodos propostos; e a analise de obras com
até 5 anos de publicagdo ou a tultima edicdo encontrada quando nao for possivel atender ao

critério temporal.

3.4 TRATAMENTO DOS DADOS

A partir da revisao bibliografica, foram selecionadas equagdes que modelem o
deslocamento de uma particula em R2, com o foco na cinematica, a partir da Fisica Cinematica
e do Calculo Vetorial, de forma a ampliar a quantidade de informagdes sobre o fendmeno na
pesquisa. Com o resultado obtido na revisao bibliografica, foi proposta a aplicacao dos modelos
em dois casos: no deslocamento em uma trajetoria retilinea e em uma trajetoria circular.

Quanto ao objetivo, a pesquisa se caracteriza pela abordagem exploratoria, que, de
acordo com Gerhardt e Silveira (2009, p. 35) consiste em “proporcionar maior familiaridade
com o problema, com vistas a torna-lo mais explicito ou a construir hipdteses”.

A pesquisa se constituird no desenvolvimento dos conceitos de Fisica Cinematica,
Calculo Vetorial e Geometria Diferencial com o foco em proporcionar uma comparagdo de
metodologia de modelagem de um mesmo fendmeno, proporcionando interpretagdes diferentes

sobre 0 mesmo.
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4 APRESENTACAO E DISCUSSAO DOS RESULTADOS

Neste capitulo serdo comparados os conceitos da Cinematica abordados na se¢ao
2.1 com os conceitos do Calculo Vetorial ¢ Geometria Diferencial abordados na secao 2.4.

Devido a complexidade dos desenvolvimentos algébricos, no decorrer das discussdes neste

capitulo sera considerado v, = 6, isto €, a particula iniciard em repouso.
4.1 DESLOCAMENTO DE UMA PARTICULA EM UMA TRAJETORIA RETA

O movimento retilineo uniformemente variado, descrito pela equagdo (2.1.7.1),
onde 75 = (x¢,Y0,20)> Vo = (Vox, Voy, Voz) € @ = (@, @y, a;) se desenvolve em uma reta

parametrizada que modela o deslocamento de uma particula:

- —_ —_— 1 -
7(t) =715 + Vot + Eatz

. 1
7(t) = (x0,¥0,20) + (on' Voy, UOZ)t + Etz(ax' ay'az)

=4 1 2 1 2 1 2
r(t) = (xo + v, t + Eaxt Yo + Voyt + ant ,Zo + Vgt + Eazt )

o
Como se considera 7, = 0, a equagio se desenvolve em:

1 1 1
7(t) = (xo + Eaxtz,yo + antz,zo + Eaztz) 4.1.1)
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4.1.1 Resoluc¢ao conforme a Fisica Cinematica

De acordo com a equagdo (2.1.2.1), o vetor velocidade ¥ é obtido pela derivada da

curva 7(t) , conforme a equagéo (4.1.1):
v(t) = 7'(t) = (ayt, ayt, a,t) (4.1.1.1)

A partir do resultado obtido na equagdo (4.1.1.1) e utilizando o conceito de vetor

aceleracdo d da equagdo (2.1.3.1) em relagdo a curva 7(t) obtemos:
a(t) =v'(t) = (ay, ay,a;) (4.1.1.2)

Em resumo, uma particula que se desloca na curva 7(t), descrita pela equagio

(4.1.1), possui vetor velocidade conforme a equagdo (4.1.1.1) e vetor aceleragao (4.1.1.2).

1 1 1
7(t) = (xo + Eaxtz,yo + antz,zo + Eaztz)

v(t) = (ayt, ayt, a,t)

a(t) = (ax: Ay, az)
4.1.2 Resolucio conforme o Calculo Vetorial e Geometria Diferencial

Retomando a reta modelada pela equagdo (4.1.1) e adotando a defini¢do do vetor
velocidade ¥ da equagdo (2.1.2.1) temos de forma analoga a resolugdo de acordo com a Fisica

Cinematica:

1 1 1
7(t) = (xo + Eaxtz,yo + antz,zo + Eaztz) (4.1.2.1)
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v(t) = 7'(t) = (ayt, ayt, a,t) (4.1.2.2)
Para a defini¢do do vetor acelera¢do d de acordo com o calculo vetorial, conforme
a equagdo (2.4.9), faz-se necessario encontrar o valor da curvatura k da curva 7(t), utilizando a
equagao (2.3.8)
7"(t) = (ay, ay,a;)

T ] k
P() X7"(t) = | axt a,t a,t

7 (t) x7"(t) = (aya,t — aya,t)i + (aya,t — axa,t)j + (aya,t — axayt)l_é
F()x7"(t) =0

7)) x7"(t)|=0

=7 2
7 ()] = \/(axt)z + (ayt)” + (a,t)? = t\/a,f +a,%+a,’
Aplicando os resultados na equagao (2.3.8), obtemos a curvatura 4:

k(t) =

(4.1.2.3)

0 =0
(tJaZ ¥ a2 +a2)

O resultado de k(t) = 0 obtido na equagéo (4.1.2.3) é consequéncia direta da curva
7(t) modelar uma reta.
De acordo com a defini¢do na se¢do (2.3) do vetor tangente como sendo unitario, o

vetor tangente £(t) ¢ encontrado por:
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v = [7(0)] = t\/axz +a,?+a,’ (4.1.2.4)

v(t)  (axt ayt,a,t)

t\[ax2 +a,%+a,’

t(t)

Ho) = < a,t ayt a,t )

t\/a,%+a§,+a§'t\/a§+a§,+a§'t\/a§+a§,+a§

£(t) = / Ay Ay az \

\\/axz+ay2+az2 \[ax2+ay2+azz \[ax2+ay2+azz/

(4.1.2.5)

Utilizando os resultados obtidos nas equagdes (4.1.2.3), (4.1.2.4) e (4.1.2.5) e

aplicando na equagdo (2.4.9) do vetor aceleragio @ obtemos:

R / a a a
a(t) = \/axz +a,’ +a,’ al 2 2

\\/axz+ay2+az2 Jax2+ay2+azz Jax2+ay2+a22/

a(t) = (ay, ay, a;) (4.1.2.6)

Comparando os resultados obtidos pela Fisica Cinemadtica nas equagdes (4.1.1.1) e
(4.1.1.2) com os resultados obtidos pelo Célculo Vetorial e Geometria Diferencial nas equagdes
(4.1.2.2) e (4.1.2.6) observa-se que os resultados sdo idénticos, mesmo oriundos de caminhos e

interpretacdes diferentes.
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4.2 DESLOCAMENTO DE UMA PARTICULA EM UMA TRAJETORIA CIRCULAR

Uma circunferéncia de centro O = (x,,yo,Zp), raio a, paralela ao plano xy pode

ser modelada por:

7(t) = (xo + acost,y, + asent, z,)

0<t<?2nm

4.2.1)

4.2.1 Resolucio conforme a Fisica Cinematica

De acordo com a equagdo (2.1.2.1), o vetor velocidade tangencial ¥ é obtido pela

derivada da curva 7(t) , conforme a equagio (4.2.1):

v(t) = 7#'(t) = (—asent, acost, 0) (4.2.1.1)

A partir do resultado obtido na equacao (4.2.1.1) e utilizando o conceito de

aceleragdo centripeta a, da equagédo (2.1.8.2) em relagdo a curva 7(t) obtemos:

v=|v(t)| = J(—asent)z + (acost)?2 + (0)> =a

r a (4.2.1.2)

Pela caracteristica do movimento circular uniforme, a velocidade tangencial nao
sofre aceleracdo, portanto a aceleragdo tangencial ¢ nula. Ainda, em relacdo ao referencial

normal, como ndo ha deslocamento, a velocidade normal ¢ nula. A velocidade tangencial nao
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sofre influéncia da aceleracdo normal (ou centripeta). A acelerag@o centripeta atua na mudanga

de direcdo do vetor velocidade tangencial.
Portanto, uma particula que se desloca na curva 7 (t), descrita pela equago (4.2.1),

possui vetor velocidade tangencial conforme a equagdo (4.2.1.1) e aceleragdo centripeta

(4.2.1.2).
7(t) = (xo + acost,y, + asent, z,), t € [0,27]

v(t) = 7#'(t) = (—asent,acost,0)

4.2.2 Resolucao conforme o Calculo Vetorial e Geometria Diferencial

Retomando a circunferéncia modelada pela equagao (4.2.1) e adotando a defini¢ao

do vetor velocidade ¥ da equagdo (2.1.2.1) temos de forma anéaloga a resoluc¢do de acordo com

a Fisica Cinematica:
7(t) = (xo + acost, y, + asent, z,), t € [0,27] (4.2.2.1)
v(t) = 7'(t) = (—asent, acost, 0) (4.2.2.2)

Para a defini¢do do vetor acelera¢do d de acordo com o calculo vetorial, conforme
a equacgdo (2.4.9), faz-se necessario encontrar o valor da curvatura & da curva 7(t), utilizando a

equagdo (2.3.8)

7" (t) = (—acost, —asent,0)
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7 7 k
() x7"(t) =| —gsent acost 0O
—acost —asent 0

7'(t) x 7" (t) = 0T + 0 + (a’sen?t + azcoszt)l_c)

7(t) x 7" (t) = (0,0,a?)

7 () x 7 (£)] = y/(0)% + (0)2 + (a?)?

7 () x 7" ()| = a*

|7(t)| = \/(—asent)z + (acost)? + (0)2 =a
Aplicando os resultados na equacgao (2.3.8), obtemos a curvatura £:

7' () x 7" ()| a®
KO="Fpor @

1
== (4.2.2.3)
a

De acordo com a defini¢ao na se¢do (2.3) do vetor tangente como sendo unitario, o

vetor tangente £(t) é encontrado por:

v=|v(t)|=a (4.2.2.4)
HOE @ = (—sent, cost, 0) (4.2.2.5)

O vetor normal 7 pode ser obtido por:

= (—cost, —sent, 0) (4.2.2.6)

Utilizando os resultados obtidos nas equagdes (4.2.2.3), (4.2.2.4), (4.2.2.5) e

(4.2.2.6) e aplicando na equagio (2.4.9) do vetor aceleragdo d obtemos:
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at) = v't + v’kn
S , 1
a(t) = 0.(—sent, cost,0) + a o (—cost, —sent, 0)

d(t) = (—acost, —asent, 0) (4.2.2.7)

A partir do resultado obtido na equacdo (4.2.2.7) obtém-se a intensidade da

aceleragao:

la(t)| = \[(—acost)z + (—asent)? + (0)?

la(®)| = \[az(senzt + cos®t)

ld{t)| =a. =a (4.2.2.8)

Comparando os resultados obtidos pela Fisica Cinematica nas equagoes (4.2.1.1) e
(4.2.1.2) com os resultados obtidos pelo Calculo Vetorial e Geometria Diferencial nas equagdes
(4.2.2.2) e (4.2.2.8) observa-se que os resultados sao iguais, mesmo oriundos de caminhos e

interpretagdes diferentes.
43 COMPARACAO ENTRE OS METODOS

A resolugdo das situagdes do deslocamento da particula em uma trajetoria reta e em
uma trajetdria circular, apresentadas nas se¢des 4.1 a 4.4, utilizando as equacdes da Fisica
Cinematica apresentaram um resultado mais rapido para se obter os parametros velocidade e

aceleracao.
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Entretanto, as equagdes utilizadas se aplicam apenas a casos especificos e em
situacdes particulares. Por exemplo, caso houvesse a necessidade de se encontrar o vetor
aceleragdo no movimento circular, ndo seria possivel aplicar apenas a equagdo (2.1.8.1).

Na abordagem da Fisica Cinematica, seria necessario o uso de um formulario
contendo as equagdes a serem utilizadas para cada caso particular. Para se iniciar a pesquisa ou
o ensino deste tipo de fendmeno, o uso de formularios se apresenta adequado. Porém, esta
abordagem exige uma maior contextualizagdo por parte do discente, com o uso de gravuras e
esquemas, para o entendimento global do fendmeno com seu dinamismo e a interdependéncia
das variaveis.

Apresenta-se adequada a retomada dos assuntos da cinematica a partir da
abordagem do célculo vetorial e da geometria diferencial assim que o discente ou o pesquisador
tenha conhecimento dos conceitos. O aprendizado conjunto dos conceitos matematicos ¢
facilitado pela contextualizacdo proporcionada pela Fisica. Entretanto, a modelagem
considerando v, ndo nulo mostrou-se complexa, sugerindo que nestes casos a modelagem
Fisica € mais indicada.

Concluindo, a modelagem do deslocamento de uma particula pela Fisica
Cinematica ¢ adequada, porém ¢ limitada por algumas condi¢des de contorno, exigindo o uso
de um formulario para se adequar cada situagdao ao seu uso particular. A abordagem sob a luz
dos conceitos do Calculo Vetorial e da Geometria Diferencial possibilita uma modelagem mais
geral do fendmeno fisico, porém limitada aos casos onde v, é nulo, ou seja, a particula inicia

€m répouso.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Os conceitos de Fisica Cinematica abordados nesta pesquisa sdo importantes para
a introdugdo de novos conceitos para o aluno. Entretanto, no desenvolvimento desta pesquisa,
mostrou-se que a abordagem pelas formulas da Fisica apresentadas em cursos introdutorios se
mostra limitada as condi¢cdes ambientais e do deslocamento em si. Mudancas em caracteristicas
do movimento de uma particula, como a sua trajetoria, exigem a apresentacdo de um novo
cabedal de formulas para a sua modelagem.

Com o uso das ferramentas do Calculo Vetorial e Geometria Diferencial foi possivel
apresentar uma equacao que relacione a aceleracao e a velocidade para trajetorias representadas
por curvas suaves, onde os pardmetros vetor normal, vetor tangente e curvatura cumprem o
papel de ajustar o movimento da particula a diversas trajetorias. Porém esta abordagem se
mostrou limitada aos casos onde a particula inicia em repouso. Esta modelagem tem potencial
aplicacao em ramos da Engenharia, em estudo da estética e dindmica de estruturas, assim como
na Fisica, na area de cinematica e dinamica.

Dada a caracteristica desta pesquisa ser bibliografica, ndo foram abordados outros
aspectos do movimento, como energia cinética, momento linear e inércia, sendo necessaria a
descricao da tor¢do da curva. Portanto, sugere-se em pesquisas futuras a relagdo entre a tor¢ao
de uma curva e demais grandezas dindmicas, como energia cinética, momento linear e inércia,
assim como a generalizacdo da modelagem pelo Célculo Vetorial e Geometria Diferencial nos

casos onde a particula ndo se encontra em repouso no momento inicial.
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